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第 - 童 环 和 理想 


我 们 首先 简略 地 复习 一 下 环 的 定义 和 基本 性质， 这 可 以 说 明 
要 求 读 者 具备 的 水 平 并 用 来 规定 有 关 记 号 和 约定 .然后 讨论 素 
理想 和 极 大 理想 ,本章 最 后 一 部 分 讨论 在 理想 上 进行 的 一 系列 
初等 运算 。 在 本 章 末尾 的 习题 中 引进 了 Grothendieck 概 型 的 语 


ml 


环 和 环 同 态 


环 4 是 具有 两 个 二 元 运算 (加 法 和 乘法 ) 的 集合 ,使 得 
1) 4 对 于 加 法 是 一 个 交换 群 ( 这 样 , 4 有 零 元 素 , 记 为 0, 而 
对 于 每 个 元 素 rE 4 有 (加 法 ) 逆 元素- 一 宁 。 
2) 莱 法 是 结合 的 : 
(xy)s = x(y2). 
而 且 对 于 加 法 是 分 配 的 : 
x{y 十 xz) 一 xy 十 xz， 
(7 十 gs)x 一 yz zx. 
我 们 所 考查 的 环 都 是 交换 环 : 
3) 对 所 有 x、y € A，, Ty = yt, 
且 具 有 单位 元 ( 记 为 1): 
4) 1€ 4, 使 得 对 所 有 x EA,x1l 一 lx~* 
这 样 ,单位 元 是 唯一 的 . 
在 整 本 书 里 ,“ 环 ”这 个 字 都 表示 具有 单位 元 的 交换 环 .。 即 适 
合 上 面 的 公理 1)-4) 的 环 . 
注 记 。 在 4) 中 我 们 并 不 排除 1 = 0 这 一 可 能 性 ,如 果 这 样 的 
话 , 那 么 对 于 任意 元 素 x€E 4 有 


< 一 1 一 0 一 0， 

这 就 是 说 4 由 一 个 元 素 0 组 成 。 这 种 环 称 为 堆 环 , 为 了 简略 起 见 
将 它 也 记 为 0. 

环 同 态 是 一 个 从 环 4 映 入 环 B 的 上 映射 1, 它 具有 以 下 性 质 : 

i) fx 十 y) 二 fx) 十 f(y) 《〈 即 上 是 加 法 交换 群 的 同 态 , 因 
此 fx 一 y) = fx) 一 有 7 fC—x) = f(x), fC0) 一 0); 

i) f(xy) = f(x)f(y):; 

iii) f(1) = 1, 

换 句 话说 , f 保持 加 法 、 乘 法 和 单位 元 . 

环 4 的 子 集 5S 叫 作 4 的 子 环 , 如 果 5 是 加 法 子 群 ,对 乘法 封闭 
且 含有 4 的 单位 元 。 这 时 从 S 瞻 人 4 的 恒 同 映射 就 是 个 环 同 态 ， 

如 果 f:.4 一 了 3 和 8: 了 3 一 C 都 是 环 同 态 ， 那么 它们 的 合成 
gocf:4 一 C 也 是 环 同 态 。 


理想 . 商 环 


环 4 中 的 一 个 加 法 子 群 a 叫 作 环 4 的 一 个 理想 ， 如 果 它 具有 
性 质 4a Sa ( 即 若 xE 4 且 yea， 则 xy Ea)。4 中 乘法 诱导 
出 商 群 4/a 中 唯一 确定 的 乘法 , 这 就 使 得 这 个 商 群 成 为 一 个 环 ， 
叫做 商 环 (或 同 余 类 环 ) 4/a。 4/a 的 元 素 是 4 对 于 a 的 陪 集 ,而 
映射 p:4 一 4/a 将 每 个 元 素 *E 4 映 到 它 的 陪 集 x 十 a, 是 环 
的 满 同 态 . 

我 们 将 经 常用 到 下 面 这 个 事实 : 
< 语 题 1.1 在 环 4 的 包含 a 的 那些 理想 8 与 环 4/a 的 理想 6 
之 间 存 在 着 保持 包含 关系 的 一 一 对 应 : 8 一 p 65) 国 ， 

设 f:4 > 8 是 任 一 环 同 态 , f 的 核 广 (0) 是 环 4 中 的 一 个 
理想 a, 而 1 的 象 人 4) 是 环 B 中 的 子 环 C， 同 态 了 导出 环 同 构 
A/as cc. 

我 们 有 时 采用 记号 x = y(mod a)， 它 等 价 于 x 一 y€n, 


零 因 子午 堆 元 .可 北 元 


环 4 中 的 零 因子 是 指 “ 整 除 0” 的 元 素 *， 即 在 4 中 存在 着 
y 六 0, 使 得 xy 一 0。 没 有 非 零 零 因子 ( 且 1 闫 0) 的 环 叫 作 整 环 ， 例 
如 之 和 [xi,"… ,xs]《 其 中 多 是 域 而 x，-……, xs 是 无 关 变 元 )， 
者 是 整 环 . 

元 素 x € 4 叫 作 桥 零 的 ,如 果 x” 一 0 对 某 个 > 0. 每 个 各 
零 元 都 是 零 因 子 (除非 4 = 0), 但 反 过 来 ,一 般 说 来 不 对 . 

环 4 中 的 可 逆 元 是 指 每 一 个 “整除 1” 的 元 素 *， 即 对 某 个 
ye4 有 *y 王 1。 这样 一 个 元 素 y》 叭 一 地 被 确定 , 记 作 x™'。4 中 
的 可 逆 元 全 体 组 成 一 个 (乘法 ) 交 换 群 ， 

一 个 元 素 x € 4 的 所 有 倍 元 ax 组 成 一 个 主 理想 , 记 作 (x) 或 
Ax。 元 案 * 是 可 逆 元 , 当 且 仅 当 (x) 一 4 一 (1)。 零 理 想 (0) 通 
常 简 记 作 0. 

如 果 环 4 中 1 记 0 而且 每 个 非 零 元 都 是 可 道 元 , 4 就 叫做 域 ， 
任 一 域 都 是 整 环 ( 反 过 来 并 不 对 , Z 就 不 是 域 )， 

命题 1.2。 设 4 是 个 韭 零 环 ,那么 以 下 诺 断 言 等 价 : 

i1) 4 是 域 ; 

让) 在 4 中 除了 0 和 (1) 之 外 没有 别 的 理想 ; 

十) 任 一 从 4 映 和 人 非 零 环 的 同 态 都 是 单 的 . 

证 明 i 一 2). 设 a 交 0 是 4 中 的 理想 ， 那 么 4 包含 一 个 
非 零 元 x, 但 * 是 可 逆 元 ,因此 ，a=2x 一 (1)， 所 以 a 一 (1). 

让 一 二 )， 设 p:4 一 B 是 一 个 环 同 态 , 它 的 核 Ker(p) 是 
4 中 的 理想 , 且 异 于 1, 因此，Ker(q) 一 0， 这 就 是 说 9 是 单 的 . 

让 ) ->i)， 设 * 是 4 的 一 个 元 素 ， 并 假定 它 不 是 可 逆 元 。 因 
(x) 六 (1)， 所 以 环 B 二 4/(x) 不 是 零 环 。 令 p:4 一 B 是 从 
4 映 到 B 之 上 的 以 (x) 为 核 的 自然 同 态 。 根 据 假 设 , 是 单 的 。 因 
此 (%) 一 0， 也 就 是 说 x 一 0， 辕 


奈 理 想 和 极 大 理想 


环 4 中 的 理想 pW 做 讲理 想 ， 如 果 p 志 (1)，、 而 从 包含 关系 
xy Ep 推出 x+ Ep 或 者 y Ep. 

环 4 中 的 理想 m 叫做 极 大 理想 ,如 果 由 关 (1)， 而 且 不 存在 
理想 a 适合 条 件 mm 忆 a C (1)《 严 格 包含 关系 ). 

换 句 话说 : 

p 是 素 理 想 汪 > 4/p 是 整 环 ; 
nm 是 极 大 理想 < 入 > A/m 是 域 ( 根 据 (1.1) 和 (1.2))， 

因此 每 个 极 大 理想 都 是 素 理 想 ( 反 过 来 , 一般 说 来 不 对 )。 零 
理想 是 素 理 想 , 当 且 仅 当 4 是 整 环 . 

设 1;4 -> B 是 个 环 同 态 , 而 4 是 8 中 的 素 理 想 ,因为 4/f 9) 
与 8/9 的 一 个 子 环 同 构 ， 所 以 它 不 包含 非 零 零 因子 ， 因 此 理想 
下 9) 是 4 中 素 理 想 。 然而 ,如 时 理想 nn 是 8B 中 的 一 个 极 大 理想 ， 
那么 fn) 不 一 定 是 4 中 的 极 大 理想 。 我 们 只 能 断定 它 是 素 理 
想 ，( 例 如 4 一 2Z,B 一 Q,n= 0.)*” 

素 理 想 在 整个 交换 代数 中 是 很 基本 的 ， 下 面 的 定理 及 其 系 理 
指出 有 足够 多 的 素 理 想 . 

定理 1.3. 每 个 <0 的 环 4 中 都 有 极 大 理想 . (我 们 提醒 一 下 ， 
我 们 只 考虑 有 单位 元 的 交换 环 .) 

证 明 . 本 定理 的 证 明 是 Zorn 引 理 ?的 一 个 标准 应 用 . 

用 多 表示 4 中 所 有 关 (1) 的 理想 的 集合 。 按 包 含 关系 在 立 


*) 如 果 f 是 满 同 态 ， 那 么 从 n 是 8 的 极 大 理想 可 推出 广 (n) 是 4 的 极 大 理 
想 , 一 一 译 者 注 
DD) 设 5 是 个 非 空 偏 序 集 ， 这 就 是 说 , 在 5 中 给 了 一 个 关系 x 志 y， 它 是 自 反 的 , 传 
递 的 ， 并 县 有 性 质 : 从 *x 委 ”和 yx 同时 成 立 推出 等 式 zx 一 y. 5 的 子 集 了 
了 做 链 ，、 如 果 对 任意 一 对 x, 7ET， 一 定 有 +<y 或 y 所 x. Zorn 引 理 断言 > 
如 果 5 中 的 每 个 链 工 都 在 5 中 有 上 界 〈 也 就 是 说 ， 存 在 +&5, 使 得 对 一 切 
zcET， 有 tx)， 涛 么 5 中 至 少 有 一 个 极 大 元 ， 
Zorn 引 理 等 价 于 选择 公理 、 良 序 原理 等 等 。 可 参看 例如 P- R. Halmos, 
Naive Set Theory, Van Nostrand (1960), 


。 44. 


中 引进 次 序 ,集合 立 包含 0, 因而 非 空 ， 为 了 应 用 Zorn 引 理 ,需要 
验证 之 中 的 每 个 链 在 之 中 都 有 一 个 上 界 ， 设 (a。) 是 立 中 的 一 
个 理想 链 , 那么 对 任何 一 对 足 码 oa, 6， 都 有 < 委 a 或 o 过 a 
令 a 一 Ua。， 那 么 易 证 a 是 理想 ， 因为 1 和 ae 对 所 有 a， 所 以 
1&a。， 因此 ae 怠 而 a 是 所 考察 的 链 的 上 界 ， 由 Zorn 引 理 推 
出 ,之 中 有 一 个 极 大 元 ， 四 

系 理 1.4。 车 4 中 一 个 理想 ae 关 (1), 则 4 中 存在 一 个 包 有 
a 的 极 大 理想 . 

证 明 . 将 (1.3) 用 到 4/a 上 , 再 利用 (1.1)。 也 可 将 (1.3) 的 
证 明 加 以 变形 来 直接 证 明 . 国 

系 理 1.5。 4 中 任 一 非 可 闭 元 素 都 包 在 一 极 大 理想 中 ， 。 国 

注 记 ， 1) 如 果 环 4 是 Noether 环 ( 第 七 章 ), 我 们 可 以 避免 
用 Zorn 引 理 而 得 到 : 在 所 有 站 (1) 的 理想 组 成 的 集合 中 有 一 个 
极 大 元 ， 

2)》 有 的 环 恰 只 有 一 个 极 大 理想 ,例如 域 , 有 唯一 的 一 个 极 大 
理想 m 的 环 4 叫 作 局 部 环 , 而 域 &= 4/m 叫做 环 4 的 同 余 类 域 . 

命题 1.6，i) 设 4 是 一 个 环 , m < (1) 是 4 中 这 样 一 个 理想 ， 
它 使 得 任 一 元 素 *e 4\m 都 是 可 逆 元 ， 那 么 4 是 局 部 环 , m 是 它 
的 极 大 理想 ， 

ii) 设 4 是 一 个 环 ,m 是 它 的 一 个 极 大 理想 ,并 假定 1 + m 中 
任 一 元 素 ( 即 1 十 *, 而 xem) 都 是 4 中 可 道 元 ,那么 4 是 局 部 
环 ， 

证 明 . i 任 一 六 (1) 的 理想 都 由 非 可 逆 元 组 成 ,因此 都 包 在 
m 中 ,由 此 推出 m 就 是 4 中 唯一 极 大 理想 ， 

ii)》 设 x€ A\m。 因 为 m 极 大 ,x 和 nm 一 起 就 生成 理想 (1)， 
因此 存在 着 这 样 的 元 素 yéE 4 和 :Em 使 得 *y 十 :一 1。 由 此 
推出 xy 一 工 一 上 属于 1+m， 因 而 是 可 道 元 ,再 利用 i 即 可 国 

仅 有 有 限 个 极 大 理想 的 环 叫 作 半 局 部 环 . 

例 . 1) 4 一 R[x:,-* ， xn]， k 为 域 , 设 JE 4 是 一 个 不 可 约 
多 项 式 . 由 唯一 因子 分 解 定理 推出 理想 (f) 是 一 个 素 理 想 . 


es $5 。 


2) 4 一 Z. Z 中 任 一 个 理想 均 有 形状 (m), 这 里 tm 之 0. (1m) 
是 素 理想 当 且 仅 当 mw 一 0 或 到 是 素数 ， 所 有 形 如 (p) 的 理想 ， 
其 中 是 素数 ,都 是 极 大 理想 .ZZ/(p) 是 由 ?个 元 素 组 成 的 域 . 

同样 断言 对 于 例 1) 当 ”一 工时 也 成 立 , 然 而 当 # > 1 时 不 
成 立 。 4 一 R[x,*…', xs] 中 所 有 常数 项 等 于 0 的 多 项 式 组 成 的 
理想 m 是 一 个 极 大 理想 . 因为 它 是 将 f€ 4 上 映 到 从 0) 的 同 态 
4 一 的 核 ， 然 而 当 ”> 1 时 理想 m 不 是 主 理想 : 它 的 任意 一 
组 生成 元 都 至 少 包含 = 个 元 素 . 

3) 主 理想 整 环 是 所 有 理想 都 是 主 理想 的 整 环 ， 在 这 种 环 里 ， 
任 一 非 零 素 理 想 都 是 极 大 的 ， 因 为 如 果 理 想 (x) 关 0 是 素 理想 ， 
而 Gy) 汪 (x)， 那么 x EC), 令 x+ 一 yz, 因 yz€ (x), Ty (x)， 
所 以 推出 zk (x)，。 令 zz 一 tx, 那么 + 一 yz 一 yix, 于 是 yt 一 1， 
-因而 (y) 一 (1). 


小 根 和 大 根 ” 


命题 1.7。 环 4 的 所 有 宕 零 元 的 集合 冬 是 一 个 理想 ; 环 47/9 
中 没有 非 0 宪 零 元 . 

证 明 . 如 果 xr， 显然 有 ar ER， 对 所 有 4€ 4. 设 *， 
y€， 并 设 x”" 一 0, y* 一 0。 根据 二 项 式 定理 《 它 在 任意 交换 
环 中 亦 成 立 )，(* 十 y)”+"! 是 乘积 xy 的 带 整 系数 的 和 ， 其 中 
r 十 s 二 m 十 7 一 1， 显然 ; 不 等 式 + 二 m 和 :一 ”不 能 同时 成 
立 ,， 因此 这 些 乘积 中 的 每 一 个 都 是 零 , 这 就 是 说 (x 十 y)”1” 一 
0.。 因此 x 十 y &€ 多， 这 证 明了 多 是 理想 ， 

将 元 素 x€ 4 所 属 的 4/ 多 中 的 同 余 类 记 作 x.。 那么 x" 就 是 
x” 所 属 的 同 余 类 .因此 "一 0 一 > 如 6 中 一 > (x 六 一 0 对 某 
个 大 >0 -全 *69i 一 > 和 工 一 10. 五 

理想 圈 叫 作 环 4 的 小 根 ， 下面 命题 给 出 有 的 另 一 种 定义 。 


#) 小 根 又 叫 宕 有 震 元 根 ;, 大 要 又 也 Jacobsou 根 .一 一 译 者 注 
a a 


,命题 1.8. 4 的 小 根 即 是 4 中 所 有 素 理想 的 交 . 

证 明 . 设 % 是 4 中 所 有 素 理 想 的 交 . 如 果 了 ec4:f 桥 雪 ， 
而 p 是 一 素 理 想 ,那么 对 某 个 4 > 0, 有 产 一 0<Eh， 由 p 是 素 理想 
推出 fep, 因此 je. 

反 过 来 , 设 f 不 是 短 零 元 ， 用 允 表 一 切 具 有 性 质 

n>0=>f"&a 
的 理想 a 的 集合 ， 因 为 0€ 如 , 所 以 对 不 是 空 集 ， 将 于 按 包 含 
关系 引进 次 序 。 用 (1.3) 中 同样 的 论证 方法 可 证 能 够 将 Zorn 引 理 
应 用 到 立 上 .因此 , 过 有 一 个 最 大 元 ,将 它 记 作 p。 再 去 证 明 
是 素 理想 ， 设 x,y《&p， 那 么 理想 pp 十 (*) 和 hp 十 (7 都 严格 包 
含 p, 所 以 都 不 属于 2;。 因此 
Fr°’rEp+ (Cx), fFEp+ (y) 

对 某 两 个 站 和 ”>。 由 此 推出 Pt Ep 十 《xy).。 因 此 理想 pp 十 (xy) 
不 属于 之 ， 所 以 xy pp。 这 样 我 们 就 有 一 个 素 理 想 p 它 不 包含 f， 
因此 j 送 鸡 。 国 

环 4 的 大 根 居 定义 为 它 所 有 的 极 大 理想 的 交 。 它 可 以 描述 
如 下 ; 

命题 19。x《 抽 > 对 一 切 yE 4,1 一 xy 都 是 可 逆 元 . 

证 明 ， 一 > : 如 果 1 一 xy 不 是 可 逆 元 ,那么 根据 (1.5), 这 个 
元 素 属于 某 个 极 大 理想 m。 但 是 ，*6 中 GEm， 因 此 *yem， 于 是 
1€Em, 矛盾 ， 

< 一 : 假定 x&《m, 而 m 是 某 个 极 大 理想 。 这 时 mm 和 >* 一 起 
就 生成 理想 《1).。 因此 对 于 某 个 we€Em 和 其 个 ye 4,， 有 ww 十 
xy 一 1。 这 就 是 说 1 一 zyEm， 因 此 这 个 元 素 不 是 可 道 元 。 十 


理想 的 运算 


设 a 和 Pb 是 环 4 中 的 理想 ,它们 的 和 a 十 了 定义 为 所 有 的 和 
x 十 y 的 集合 ,其 中 x Eqs y Eb, 它 是 包含 a 和 6 的 最 小 理想 .更 
一 般 地 ， 还 可 以 定义 环 4 中 任意 一 组 理想 (不 一 定 是 有 限 个 ) 的 和 
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人 ai 这 个 和 中 的 元 素 是 所 有 可 能 的 形 如 局 x; 的 和 ,其 中 me or， 
对 一 切 i 1, 且 几 乎 所 有 元 素 *;( 即 除 有 限 个 外 ) 都 是 零 元 素 。 这 
些 理想 的 和 是 包含 所 有 这 些 理想 w 的 最 小 理想 . 

任意 一 组 理想 的 交 仍 是 理想 ， 因 此 环 4 的 理想 对 于 包含 关系 
组 成 一 个 完备 格 . 

环 4 中 两 个 理想 a 和 的 积 we 定义 为 由 一 切 可 能 的 乘积 *y 
所 生成 的 理想 ,其 中 x ea 而 ye b， 它 是 一 切 有 限 和 已 xj); 的 集 
合 ,其 中 每 个 mea, 每 个 ye b， 类 似 地 可 定义 任意 有 限 个 理想 
的 积 ， 特别 , 对 任意 理想 %。 可 定义 它 的 震 "a > 0)， 照 惯例 ， 
规定 m 一 (1)。， 理 想 a(” > 0) 由 所 有 可 能 的 乘积 sara 'z 所 
生成 , 其 中 x Ea, 对 一 功 

例 ，1) 如 果 4 一 Za 一 (m),b 一 (x)， 那么 a 十 b 由 
m 和 "的 最 大 公 因 数 所 生成 ; anie 由 它们 的 最 小 公 倍数 所 生成 ; 
而 ab 一 《ma)， 因 此 ,这 时 有 ob 一 anis< 之 myn 互 素 . 

2) 4 一 如 sa 一 《ns ) 一 由 元 素 ay va 
生成 的 理想 ， 这 时 a” 是 不 合 次 数 < 的 项 的 所 有 多 项 式 (连同 0) 
的 集合 . 

到 目前 为 止 所 定义 的 三 种 运算 (和 、 交 、 积 ) 都 是 交换 的 和 结合 
的 ,分 配 律 也 成 立 : 

a(b 十 ec) 一 ab 十 ae. 


在 环 忆 中 , 几 和 十 这 两 个 运算 中 的 每 一 个 对 另 一 个 都 是 分 配 
的 .但 是 在 一 般 情形 , 这 个 事实 并 不 成 立 。 在 这 方面 最 好 的 结果 
是 模 律 : 

如 果 ae 之 8 或 ae 则 an(b 十 c 一 ea 门 5 十 am 站 te 

在 环 Z 中 ;有 (a 十 banpb) 一 ob， 但 在 一 般 情形 只 有 包含 
关系 (a 十 b)Camnb)Sapb 成 立 ( 因 为 (Ca 十 b)Canp) 一 afa 站 5b) 十 
p(a 门 bp)Sob)。、 显 然 noSamb， 因 此 

如 果 a 二 b= (1) 则 a 站 b= ab. 
如 果 a 十 0 一 (1), 理想 a 和 b 叫 作 互 素 的 。 对 于 互 素 的 理 超 


ee 有 -~ 


a 和 3 来 说 , 有 afb 一 ab。 显然 , s 和 5 互 素 等 价 于 存在 着 元 素 
x€q,yE€b, 使 得 x 十 y==1. 
设 4 ….，d4。 是 一 些 环 ,它们 的 直 积 


4- 开 4 


定义 为 所 有 序列 x 一 (* …，xzn) 的 集合 ,其 中 x 《4:1 和 上 过 
z#)， 而 在 它 里 面 加 法 和 乘法 分 别 定义 为 按 分 量 相 加 和 相 乘 . 它 是 
一 个 有 单位 元 (1, 1,………，17) 的 交换 环 ,投影 记 :4 一 4 由 pi:(x) 一 
xi 所 定义 ,是 环 同 态 . 
设 4 是 一 个 环 ，na，-…， oa 是 它 的 理想 , 按 公式 
gp(x) 一 (r 十 ay 十 aa) 
来 定义 同 态 


9: 4 一 Ji Caro 


命题 1.10* i) 如 果 对 一 切 i 半 j, a 和 a 到 素 ， 那 么 
Jo = Ma. 

i) 同 态 ? 是 满 的 专 > 对 一 切 1 交 j, 和 0 互 素 . 

证 ) 辐 态 2 是 单 的 拓 > fo; 一 (0), 

征明. i 对 # 作 归纳 来 证 明 . 2 一 2 的 情形 上 面 已 经 
证 过 了 . 设 ”>2; 假定 对 于 :as 结果 成 立 , 那么 令 


如 一 二 sr—1 

bp [= 个 a 因为 gy 十 一 Gi 和 Sw 一 1), 故 
i=1 i=1 

有 x 十 yi 玫 1 (xi Ea, yi€ as)， 于 是 


nl 


TT Xi = TT 《1 一 yi) = 工 (mod an ) 。 


让 二 1 i=1l 


因此 o, 十 b 一 (1),， 于 是 
I di 一 ba, = ba, — 站 Cn 


i=1 


*) 这 个 命题 是 孙子 定理 的 推广 ,一 一 译 者 注 


i)》 一 > : 作为 例子 ,我 们 去 证 明 和 % 互 素 。 存在 这 样 一 
个 元 素 End 使 得 p(x) 一 (C1, 0:…'…， 0)。 于 是 bE 1(mod a), 
x 三 0(mod a,), 所 以 
i=(l—x)++x€a + o,. 
< 一 : ”只 要 证 明 ， 璧 如 存在 一 个 元 素 x+€ 4 使 得 gp (x) 一 
(1,0,..., 0).. 因为 + a= (1) (i > 1), 故 有 wi 十 yz; 一 1 
(wu Em, viEQ). x+= Tv. Wh 和 r=I (lu)=1 (mod a). 


而 x 二 0 (moda; ) i 汪 1。 因 此 p(x) 一 (1， 0 0), 这 就 是 
所 要 证 明 的 . 

证》 因为 /ia; 是 9 的 核 ,所 以 断言 显然 。 图 

一 般 说 来 ,理想 的 并 aUb 不 是 理想 ， 


人 命题 1.11., i) 设 和 ”bo 是 素 理想 ,而 a 是 含 在 U ps 中 
的 理想 ,那么 aSp;， 对 某 个 i 
iD) 设 %，…，% 是 一 些 理想 ,? 是 包含 门 ai 的 素 理想 ， 那 


么 ?二 q;， 对 某 个 ; .如果 pp 一 na， 那么 p 一 a， 对 某 个 二 
证 明 . i) 对 二 作 归 纳 来 证 明 如 下 形式 的 命题 : 


op (1 和 私 o) 一 >as Up， 
il 


i》 即 得 证 。 当 w% == 1 时， 这 是 显然 的 ， 设 w 之 1 并 假定 对 于 
2 一 1 命题 成 立 , 那 么 对 于 每 个 i 都 存在 着 这 样 一 个 元 素 x;Ea 使 
得 x; 世 六 对 于 了 了 夺 i。 如 果 还 有 xi&pi 对 基 个 六 命题 已 证 明 . 如 
果 不 然 ，xi Ep;， 对 一 切 1 邯 察 元 素 


nn 
y 一 > XiX2 Xi ITI "Xs 
i=1 


我 人 有 yen 而 y&p; (1 志 7 wn)， 因 此 o 竺 Up 
” a i=1 
二) 假定 p 顽 m 对 一 切 i, 那么 存在 着 元 素 we oa xi&p(l < 和; 
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委 由 ,于 是 xzxeHawEIMna。 但 是 Hx;&p( 因 为 p 是 素 理想 ). 
于 是 ? 快 作 as， 最 后 , 如 果 p 一 a;， 那 么 pSai 对 某 个 六 因此 
p 二 qr。 对 基 个 并 时 
设 a,b 是 环 4 中 的 理想 ,它们 的 商定 义 为 集合 
(a:b)= {x€ A|lxbECa}, 
它 是 一 个 理想 .特别 , (0:6) 叫 作 理想 5 的 零 化 子 并 记 作 Ann(b)， 
它 是 4 中 一 切 适 合 条 件 xb 一 0 的 元 素 * 的 集合 。 4 中 所 有 零 因 
子 的 集合 可 表 成 形状 
万 一 U Ann (x), 


zx 所 0 
如 果 " 是 主 理想 (x), 我 们 也 将 (a: (x)) 记 作 (a:zx). 
例 . 设 4 一 Za 一 (mm)，b 一 (2)， 这 里 和 一 本 pz 


n 一 ]] pz%， 那 么 (a:b) 一 (9)。 这 里 4 一 TI zz 而 
? p 


rp 一 max(pp 一 p50) 一 pp 一 min( ps rp). 
因此 9 一 mw/(m,n)， 这 里 (m,n) 是 和 的 最 大 公 因 数 ， 
习题 1.12.，i) ac(a:p). 
i) (a:b)bEa. 
i) (Ca: 0):0) = (a:be) = (Ca:0):6). 


iv) (Cfo:b) 一 全 (op). 


Go >) 65) 一 站 (ao). 
设 a 是 4 中 的 任意 理想 , 它 的 根 定义 为 集合 
r(a) 一 {x€A4|x” Ea 对 某 个 nz > 0}, 

如 果 wp: 4 一 4/a 是 自然 同 态 ;那么 rq) 一 gwa), 因此 根据 
《1.7)，r(a) 是 理想 ， 

习题 1.13. i) r(0) 富 a., 

ii) r(rCa)) = ra). 

证) va6) 一 ran6) = r(a) Nr), 


Ah - * ii» 


iv) r(ao) = (1) <>a ~ (1). 

v) rla+b)— rCrCa) + r(b)). 

vi) 如 果 p 是 素 理想 ,那么 rbp"》 二 x(p) 对 一 切 二 0, 

命题 1.14。 理想 a 的 根 是 包含 a 的 一 切 素 理想 的 交 . 

证 明 . 将 (1.8) 应 用 到 4/a 上 .看 

更 一 般 地 ， 我 们 可 用 同样 的 方法 来 定义 环 4 中 任意 子 集 E 的 
根 r(E)， 一般 说 来 , 它 不 是 理想 .对 于 4 的 任意 一 组 子 集 E。, 有 
r ( Uj E.) ~ (rE,). 

命题 1.15，D 一 4 中 零 因子 的 集合 一 UrCAnnC®)). 

x 


证 明 . DD= r+(D)= ’( {jj AnnCx) ) = {Uj r(Ann(x)). 二 


xz20 


例 . 如 果 4 = 2Z, a 一 (m), 将 mm 的 相 异 素 因 子 记 作 ps 
《1 去; 扫 7)， 那 么 ra) == (p14…p,) 一 NN C92). 


命题 1.16。 如 果 环 4 中 的 理想 a,b 的 根 rCa), r(b) 互 素 ， 
那么 a 和 5 互 素 . 

证 明 . (aa 十 bb 一 r(7(o 十 (bb) 一 (一 (1)， 因 
此 根据 (1.13), a 十 5 一 (1). 三 


扩张 和 局 限 


设 f: 4 一 BP 是 环 同 态 , 如 果 a 是 4 中 理想 , 集合 f(a) 不 一 
定 是 也 中 理想 (例如 : 了 是 将 乙 映 人 有 理 数 域 Q 的 谋 人 映射 ,a 是 
乙 中 任 一 非 零 理 想 )。 a 的 象 万 ao) 在 8 中 生成 的 理想 BKa) 叫 作 
理想 a 的 扩 理 想 a， 于 是 a 是 一 切 可 能 的 和 yjf(x;) 所 组 成 的 

合 , 其 中 xi Ea, yi €B. 

现在 设 b 是 8 中 的 一 个 理想 ， 这 时 广 (b) 总 是 4 中 理想 , 叫 
作 理 想 b 的 局 限 理 想 b、 如 果 8 是 素 理想 ,那么 下 也 是 素 理 
想 。 如 果 4 是 素 理想 , % 不 一 定 是 素 理想 (例如 ， 上 天 之 一 Qu: 


s 了 了 @ 


0; 这 时 a 一 Q 不 是 素 理想 ), 
我 们 能 如 下 分 解 f: 
A414)B 
其 中 是 满 的 , 而 i 是 单 的 。 对 于 来 说 情形 很 简单 , 由 (1.1)， 
在 作 4) 的 所 有 理想 和 4 的 所 有 包 有 Ker(f) 的 理想 之 间 有 一 一 
对 应 。 而 且 素 理想 对 应 素 理 想 ,然而 对 于 同 态 j, 在 一 般 情形 , 情 况 
很 复杂 ;经典 例子 来 自 代数 数论 . 加 

例 . 研究 嵌入 映射 乙 一 Z[i]， 其 中 1 一 V 一 1. 乙 中 素 理 
想 (p) 的 扩 理 想 可 以 是 乙 [;] 中 的 素 理想 ,也 可 以 不 是 . 实际 上 ， 
环 Z[;] 是 主 理想 整 环 (因为 它 里 面 有 带 余 除 靶 )， 可 以 分 成 以 下 
几 种 情况 : 

i (2 一 《(1 十 177)， 是 ZZ[i] 中 一 个 素 理想 的 平方 ; 
i) 如 果 p 三 1 (mod4), 那 么 (站 是 两 个 不 同 的 素 理想 的 乘 
积 ( 俩 如 5° == ((2 + 站 XG2 一 让); 

iii) 如 果 p 二 3Cmod4), 那么 (p)* 是 Z[i] 中 素 理 想 . 

这 些 靳 言 中 如 并 不 显 易 . 它 等 价 于 Fermat 关于 任 一 素数 p 三 
1Cmod 4) 可 唯一 地 表 成 两 个 整数 的 平方 和 的 定理 (5 一 22 十 1， 
97 一 97 十 和 ,等 等 ). 

事实 上 ， 关 于 素 理想 在 这 种 扩张 后 的 动态 问题 是 代数 数论 的 
中 心 问 题 之 一 . 

设 fj: 4 B 是 同 态 , a,b 分 别 是 4 和 B 中 的 理想 

命题 1.17， i) a Saq*e，58 8; 

ji) br 一 beee，ac 一 qc; 

iii) 设 CC 是 4 中 那些 理想 的 集合 ， 它 们 都 是 B 中 理想 的 局 眼 
理想 ;而 E 是 8 中 那些 理想 的 集合 ， 它 们 都 是 4 中 理想 的 扩 理 想 ， 
那么 

C= {alar = a},F = {blb” =—= b}., 
而 ak-~> a 是 将 CC 上映 到 之 上 的 一 一 贞 射 , 它 的 逆 是 b 一 

证 明 . i 是 显然 的 . i) 由 站 推出 . 

让 ) 如 果 a€E Cs, 那么 a 一 8 一 br 一 ac 反 过 来 ， 如 果 


se 3 * 


4 一 %， 那 么 sa 是 亚 的 局 限 理想 。 对 于 五 可 类 似 地 讨论 。 本 
习题 1.18. 设 Qs qz 是 4 中 的 理想 . pb，:b2 是 B 中 的 理想 , 那 


委 

(aa 十 oa 六 一 星 十 力 ， 《ba 十 b 关 过半 士 驰 ， 

(CaN a2) CS aff os, Cb Nb)’ = biN bs, 

《aioz) 一 ofas, Chib2) 二 bf 区， 

(mw) CS (of: 9s), (Bb:by) SC (bs:6), 

(ay SE ra’), r(b)’ = 1(b’), 
集合 BB 对 于 和 与 积 是 封闭 的 ， 而 C 对 于 其 余 的 三 个 运算 是 封闭 
的 。 

习 题 


1. 设 * 是 环 4 中 罕 零 元 .证 明 1 十 * 是 4 的 可 逆 元 。 由 此 推出 
竹 零 元 和 可 逆 元 的 和 是 可 逆 元 ， 
2. 设 4 是 环 ， 而 41x] 是 系数 属于 4 的 一 个 未 定 元 * 的 多 项 式 
环 . 令 
f= oat ar+i+ .+ ar’ EALx] 
证 明 
i) f 是 4[x] 中 可 逆 元 入 > qo 是 4 中 可 道 元 ， 而 41s*** ,4， 
是 军 零 元 ，[ 设 bo 十 br 十 …… 十 bmx” 是 了 的 逆 元 素 . 
对 7 用 归纳 法 证 明 a7r%。-_: 一 0。 由 此 推出 a, 是 蹇 零 
元 ,然后 再 利用 习题 1.] 
i) 1 需 零 所 > ao, a1，**"', 4s 窜 零 . 
证 )》 了 是 零 因 子 失 > 存 在 着 环 4 的 非 0 元 < 使 得 sj = 0. [ 考 
察 最 低 次 的 多 项 式 g 一 名 十 oz 十 …' 十 bnx” 使 得 
fg 一 0.。 那么 est 一 0， 因 而 arg 一 0(〈 和 否则 asg 将 
是 次 数 二 m 的 零 化 了 的 多 项 式 )。 然后 用 归纳 法 证 了 明 
ar gr 一 0C00< 反 < 委 2).] 
iv) 如 果 (ao ai ，cde) 一 《1), 了 就 叫 本 原 多 项 式 . 证 明 ， 
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3， 


4. 


5. 


Cn 


~ 
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pe 
pt 


如 果 jge4[z]， 那 么 fg 本 原 夺 >1 和 & 和 皆 本 原 . 
推广 习题 2 的 结果 到 多 个 未 定 元 的 多 项 式 环 A[Lxi,*…, x,] 上 
去 . 
在 环 4[x] 中 ,大 根 与 小 根 重 合 . 


设 4 是 环 ,4f[[x]] 是 系数 在 4 中 的 形式 震级 数 j 一 之 asx* 所 


组 成 的 环 . 证明 

i 了 是 4[[z]] 中 可 逆 元 < 是 4 中 可 逆 元 . 

ii) 如 果 f 罕 零 ,那么 对 一 切 n 之 0 ss。 都 寡 零 , 逆 命 题 是 否 
成 立 >( 参 看 第 七 章 ,习题 2.) 

四 ) 了 属于 环 4f[x]] 的 大 根 志 >ao 属于 环 4 的 大 根 . 

iv) 环 4[[z]] 中 任 一 极 大 理想 mm 对 4 的 局 限 理想 都 是 4 
中 的 极 大 理想 ,而 m 由 mr 和 * 生成 . 

y) 4 中 任 一 案 理 想 都 是 4[[x]] 中 一 个 素 理 想 的 局 限 理 


. 假定 环 4 中 任 一 不 含 在 小 根 中 的 理想 都 包含 非 0 罕 等 元 ( 即 适 


合 条 件 e? 一 。 守 0 的 元 素 )， 证 明 ,4 的 小 根 与 大 根 相 重 


全 


. 设 环 4 中 任 一 元 素 * 都 适合 x” 一 * 对 某 个 n> 1( 而 +* 依 否 


于 z)。 证 明 4 中 任 一 素 理想 都 极 大 . 


. 设 4 是 非 0 环 . 证 明 4 中 素 理想 的 集合 有 一 个 ( 按 包 含 关系 而 


言 的 ) 极 小 元 素 . 


. 设 a 疡 (1) 是 环 4 中 的 理想 ， 证明 a 一 r(a)，< 之 a 是 素 理 


想 的 交 ， 


. 设 4 是 环 , R 是 它 的 小 根 ， 证 明 下 列 诸 断 言 等 价 : 


i) 4 恰好 只 有 一 个 素 理 想 ; 
it) 4 中 任 一 元 素 或 者 是 可 逆 元 ,或 者 是 容 零 元 ; 
iii) 4/% 是 域 , 


. 环 4 呈 做 Boole 环 ,如 果 太一 xx 对 一 切 xEL4。 在 Boole 环 


4 中 证 明 


@ i3s 


i) 2x 一 0 对 一 切 x€4; 
ii) 任 一 素 理想 p 都 极 大 ,而 4/p 是 由 两 个 元 素 组 成 的 域 ; 
证 ) 任 一 具有 有 限 个 生成 元 的 理想 4 都 是 主 理想 . 


12. 局 部 环 里 除了 0 和 1 之 外 ,没有 别 的 宕 等 元 . 


域 的 代数 闭 包 的 造 法 (E. Artin) 


13. 设 K 是 域 ,是 系数 属于 K 的 , 首 项 系数 等 于 1 的 一 个 未 定 元 


的 不 可 约 多 项 式 1 的 全 体 所 组 成 的 集合 。 对 每 个 je 之 ， 相 应 
一 个 未 定 元 wy。 用 4 表 这 些 末 定 元 xj 在 K 上 生成 的 多 项 式 
环 ,， 由 a 表 由 所 有 的 多 项 式 信 +z/), 对 一 切 je ,在 4 中 生 
成 的 理想 ， 证 明 a 关 (1)， 

设 m 是 4 中 的 一 个 包 有 a 的 极 大 理想 ,并 令 K, 一 4/m。 那 
么 K, 是 KK 的 扩 域 ,在 其 中 每 个 多 项 式 je 之 都 有 根 . 对 天， 
重复 对 Kk 的 作法 ,得 到 域 Ka, 等 等 。 令 上 一 UK。， 那么 工 
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是 域 , 在 其 中 每 个 多 项 式 f& >, 都 分 解 成 线性 因 式 之 积 ， 用 
天 表 工 中 在 入 上 代数 的 那些 元 素 的 集合 。 那么 天 是 天 的 代数 
闭 包 . 


14. 用 允 表 环 4 中 完全 由 零 因子 组 成 的 理想 的 全 体 所 组 成 的 集 


合 ， 证 明 如 有 一 个 极 大 元 ， 而 且 本 的 每 个 极 大 元 都 是 素 理 
想 . 因此 4 中 零 因子 的 集合 是 素 理想 的 并 . 


环 的 奈 谱 


15. 设 4 是 环 ,X 是 它 的 所 有 素 理 想 的 集 ， 对 每 个 子 集 BEC4， 用 


V(E) 表示 包含 孔 的 页 有 素 理 想 的 集 、 证明 
i) 如 果 a 是 E 生 成 的 理想 ， 那 么 FTC(E) 一 了 (ay) 一 
V(rCa)). 
1i) VO0) = X, V(1)== %. 
证) 设 (Es)ier 是 4 的 任意 一 组 子 集 ,那么 
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"(Us) ~ NM ve. 


iv) 对 4 中 任意 两 个 理想 a 和 5， Y CoN) 一 了 (ab) 一 

VCa) UVCB). 

这 些 结果 指 由 ，V(E) 这 些 集合 适合 拓扑 空间 里 对 于 闭 
集 的 公理 .相应 的 上 的 拓扑 叫做 Zariski 拓扑 。 拓扑 空间 X 
i 做 环 4 的 豪 谱 ,并 记 作 Spec (4). 

16. 描述 空间 Spec(Z)， Spec(R)， SpecC(C[x]), Spec(R[x])， 
Spec(Z[x]). 
17. 对 于 每 个 元 素 je4, 用 Xj 记 XX 一 Spec(4) 中 VOQ) 的 补 集 ， 
集合 X; 是 开 的 . 证 明 它 们 组 成 Zariski 拓扑 中 开 集 的 一 组 基 ， 
并 且 具 有 下 述 性 质 : 
i) Xi Nf) Xe 和 yeg3 
i) Xj 一 8 < 是 寡 零 元 ; 
这) Xj 一 XX 寺 >f 是 可 逆 元; 
iy) Xi = Xe > = rg)); 
v) 是 拟 紧 的 (quasi-compact)《 即 对 于 XX 的 每 个 开 覆 盖 都 
有 一 个 有 限 子 覆 盖 ); 
vi) 更 一 般 地 ,集合 Xj 是 拟 竖 的 ; 
Yvi5) 和 中 的 一 个 开 子 集 是 拟 紧 的 ， 当 且 仅 当 它 是 有 限 个 形 如 

Xi 的 集合 的 并 。 集合 Xi 叫 空 间 和 一 Spec(4) 的 主 开 

集 . 

[注意 , 为 要 证 明 v), 只 要 考察 由 主 开 集 Xi.(i € 71) 组 成 
的 XxX 的 覆盖 。 证 明太 生成 理想 (1), 因 此 有 形 如 

1 一 Zh gi€ A, 
的 等 式 ， 其 中 J 是 了 的 某 个 有 限 子 集 .。 那么 Xj,(i € J 覆盖 
X.] 
18. 将 环 4 中 的 素 理想 看 作 空 间 了 一 Spec(4)》 中 的 点 时 ， 用 x,y 
这 一 类 字母 来 表示 它们 是 合适 的 。 如 果 * 又 看 作 4 中 的 理想 ， 
就 写成 p: (在 逆 辑 上 ,x 和 pe 当然 是 同一 祥 东 西 )。 证 明 
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i) 集合 {x} 是 SpecC4) 中 的 闭 集 〈 我 们 说 * 是 个 “ 闭 点 ”) 
< 理想 p. 是 极 大 理想 ; 

ii) {x} = VOps); 

二) y € {x} <—> pr py; 

iv) XX 是 To 一 空间 (这 就 是 说 ,如 果 x* 和 ?是 空间 X 中 任意 
两 个 不 同 的 点 ， 那 么 或 者 存在 x 的 一 个 邻 域 而 它 不 包含 
y， 或 者 存在 > 的 一 个 邻 域 而 它 不 包含 x). 

19. 拓扑 空间 X 叫 不 可 约 的 ,如 果 X 关 双 而且 和 里 每 一 对 非 空 开 
子 集 都 相交 。 一 个 等 价 的 条 件 是 : 任 一 非 空 开 集 都 在 X 里 笛 
密 . 证 明和 一 Spec《4) 不 可 约 ， 当 且 仅 当 4 的 小 根 是 素 理想 . 

20. 设 X 是 拓扑 空间 . 

i) 如 果 Y 是 X 中 不 可 约 子 空间 (习题 19), 那 么 Y 在 多 中 的 
闭 包 了 也 是 不 可 约 的 . 

i) X 的 任 一 不 可 约 子 空间 都 包含 在 某 个 极 大 不 可 约 子 空 
间 中 ， 

证) 三 的 极 大 不 可 约 子 空间 都 是 闭 的 ,而 且 它 们 覆盖 六 ,它们 
叫做 X 的 不 可 约 分 支 。 Hausdorff 空间 的 不 可 约 分 支 是 
什么 ? 

iv) 如 果 了 4 是 环 而 和 一 Spec(4)， 那么 X 的 不 可 约 分 支 是 形 
如 VG) 的 闭 集 ， 这 里 p 是 4 中 一 个 极 小 素 理想 (习题 
8). 

21. 设 p: 4 一 8 是 个 环 同 态 ， 令 X 一 Spec (4) 而 了 一 Spec 
(B). 如 果 9 € 7Y, 那么 pq) 是 4 的 素 理想 ， 即 是 XX 的 一 
个 点 。 因 此 9 诱导 出 映射 pqg*: Y 一 XXX。 证明 

i) 如 果 fE 4， 那么 of (Xj) 一 Yo)， 因 此 映射 pg* 是 连 

i) 如 果 a 是 4 中 理想 ;那么 pg*(V(a)) 一 V(ar). 

着 ) 如 果 b 是 8 中 理想 ;那么 wxC7 (8)) 一 V(b). 

iv) 如 果 9 是 满 同 态 ， 那么 gp* 是 从 Y 上映 到 X 的 闭 子 集 
F (Ker(p)) 上 的 同 胚 . (特别 ，SpecC4) 和 Spec (4A/%%) 


自然 同 胚 ,这 里 史 是 4 的 小 根 。) 

v) 如 果 下 是 单 的， 那么 集合 p*(Y) 在 X 中 稠密 确切 地 
说 ，g9*(Y) 在 X 中 稠密 <>Ker(g)S 三 多 

vi) 设 $: B 一 C 是 另 一 环 同 态 .那么 (gog)* 一 p*og*, 

vi)》 设 4 是 具有 唯一 非 零 素 理 想 p 的 整 环 ， 再 设 K 是 4 的 分 
式 域 . 令 B 一 (4A/P) X KK， 按 公式 p(x) 一 (xX, x), 这 
里 x* 是 * 在 4/# 中 的 象 ， 来 定义 gp: 4 一 B。， 证 朋 gp* 
是 一 一 映射 ,但 不 是 同 胚 . 


22. 设 4 一 工 4， 是 环 4; 的 直 积 证 明 Spec (4) 是 与 Spec (4;) 


自然 同 胚 的 两 两 不 相交 的 开 ( 且 闭 ) 子 空间 x 的 并 . 
反之 , 设 4 是 任 一 环 , 证 明 以 下 诸 条 件 等 价 : 
i 空间 X 一 Spec (4) 不 连通 . 
i) 4 实 4; X 4;， 而 41 和 4; 这 两 个 环 都 不 是 零 环 . 
十) 4 含有 不 等 于 0 和 1 的 寡 等 元 . 
特别 ,局 部 环 的 谱 总 是 连通 的 (习题 12). 
23. 设 4 是 Boole 环 ( 习 题 11 7 而 和 = Spec (A). 
i) 对 每 个 f€ 4 ,集合 XI (习题 17) 在 和 中 既 开 且 闭 . 
站 ) 设 六 ,JE 4 证明 Xj U …… UXP 一 X 对 某 个 
~ fed. 
证 ) Xj 这 些 集合 是 和 中 仅 有 的 既 开 且 闭 的 子 集 . [ 设 Y 是 X 
”的 既 开 且 闭 的 一 个 子 集 . 因为 了 是 开 的 , 它 可 以 表 成 一 
些 主 开 集 X 的 并 因为 了 是 闭 的 而 X 是 拟 紧 的 《习题 
17)，Y 也 是 拟 紧 的 。 因此 Y 是 有 限 个 主 开 和 集 的 并 , 再 应 
用 上 面 的 3).] 
iv) 和 是 紧 Hausdorff 空间 ， 
24. 设 工 是 个 格 , 它 里 面 的 两 个 元 素 4 和 2 的 sop 和 inf 分 别 记 作 
aVb 和 eaNA2. 工 叫 做 Boole 格 (或 Boole 代数 ), 如果 有 : 
i) 在 工 中 有 最 大 元 和 最 小 元 (分 别 将 它们 记 作 1 和 0 ). 
i) V ,入 这 两 个 运算 中 的 每 一 个 对 于 另 一 个 都 是 分 配 的 . 
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26. 


证) 对 于 每 个 元 素 s € 工 存在 着 唯一 的 一 个 “ 补 元 ”war《 工 具 
有 性 质 a Va 一 1]，a Aa 一 0. 《例如 ,一 个 集合 的 一 切 
子 集 所 组 成 的 集 ,以 包含 关系 为 序 , 组 成 一 个 Boole 格 .) 
设 工 是 一 Boole 格 。 在 其 中 按 下 面 的 公式 引进 加 法 和 乘 水 
4a 十 一 (AN 人 2 Va Ab), ab 一 2 人 2 

验证 工 成 为 一 个 Boole 环 , 将 它 记 作 4CL). 
反 过 来 ， 设 4 是 个 Boole 环 , 在 其 中 如 下 地 引进 序 : 
4 所 b。 的 意思 是 a 一 ab， 证 明 对 于 这 个 序 来 说 ，4 是 个 
Boole 格 ， [运算 sup 和 inf 分 别 由 公式 aVYb5= 二 4 十 5 十 nb 和 
4 人 5 一 ab 确定 ， 而 补 元 由 公式 a 一 1 一 a 确定 .] 这 样 就 建 
立 了 Boole 环 ( 的 同 构 类 ) 与 Boole 格 ( 的 同 构 类 ) 之 闻 的 一 个 . 
一 一 对 应 ，。 


.从 上 面 两 个 习题 推出 Stone 定理 : ” 任 一 Boole 格 都 与 某 个 紧 


Hausdorff 拓扑 空间 的 既 开 且 闭 的 子 集 组 成 的 格 同 构 ， 
设 4 是 个 环 . 4 的 所 有 极 大 理想 组 成 Spec (4) 的 一 个 子 集 ， 
这 个 子 集 具 有 诱导 拓 盾 ， 就 是 Spec (4) 的 一 个 子 空间 , 叫做 
4 的 极 大 谱 并 记 作 Max (4)。 对 任意 交换 环 ， Max (4) 并 没 
有 Spec (4) 的 那些 好 的 函 子 人 性 质 (见习 题 21), 因 为 极 大 理想 
在 环 同 态 下 的 原 象 不 一 定 是 极 大 理想 . 

设 X 是 紧 Hausdorff 空间 ，C(X)》 是 定义 在 X 上 的 所 有 
实 值 连续 函数 组 成 的 环 (将 两 个 函数 的 值 相 加 和 相 先 来 定义 它 
们 的 和 与 积 )、。 对 于 每 个 点 + EX 用 ms 记 C(X) 中 所 有 具有 
性 质 f(x) = 0 的 f 组 成 的 集合 。 因 为 ms 是 将 fc CC(X》 映 
到 Kx) 这 个 满 同 态 CC(X) 一 R 的 核 ， 所 以 m: 是 个 极 大 理 
想 : 将 MaxCCCX)) 写作 叉 ; 我 们 定义 一 个 映射 p: X 一 鲍 ， 
其 x 一 > me。 证 明 & 是 将 X 映 到 之 上 的 同 胚 ， 

) 设 m 是 CC(X) 中 的 任 一 极 大 理想 ， 并 设 了 一 V(m) 是 

m 中 消 数 的 公共 零点 集 : VV 一 {x EXIf (x) 一 0 对 所 有 

Fe nm 

假定 了 是 空 的 。 那么 对 于 每 个 点 x EX、 存 在 着 这 样 一 
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个 元 素 fj: Em 使 得 f(x) 关 0， 因 为 大 是 连续 的 ,f: 在 
点 * 的 一 个 开 邻 域 0, 上 都 不 等 于 零 , 因为 X 是 紧 的 ， 
有 限 个 这 种 邻 域 , 譬如 说 U。,-……,U。， 就 覆盖 XX， 令 

f 一 户 十 访 十 .十 12， 
那么 f 在 X 上 处 处 都 不 等 于 0, 这 就 是 说 它 是 CCX) 中 的 
可 逆 元 ,但 这 与 f€ m 相 矛 盾 .因此 了 非 空 
设 * 是 了 的 一 个 点 ， 那 么 mEm:， 因 为 m 极 大 ,所 
以 m 一 m:， 因 此 & 是 满 的 . 

站) 根据 Urysohn 引 理 (这 是 证 明 中 必须 应 用 的 唯一 的 非 显 
易 的 事实 ), 连 续 函 数 把 X 的 点 区 分 开 来 ,于 是 x 闪 y 一 > 
mx < m,， 因 此 映射 上 是 单 的 . 

ii) 设 fE CCX). 令 

Uo= {x € XIf(x) ~ 0o} 
及 

b= {me XIfEm}. 
证 明 pCUy) = 芒 ， 开 集 Uj (相应 的 站)) 组 成 Xx 《相应 
的 多 ) 的 拓扑 的 一 组 基 ， 于 是 # 是 同 肽 ，. 因此 X 可 以 
从 C(X) 重新 构成 . 


仿 射 代数 禾 


2?. 设 是 个 代数 闭 域 ,再 设 
folt1s***, ta) 0 

是 系数 属于 不 的 = 个 变 元 的 多 项 式 方 程 级 。 RR? 中 所 有 适合 这 
些 方程 的 点 x 一 《xz ，xn)》 所 成 的 集合 区 吗 作 一 个 仿 射 代 
数 签 . 

考察 所 有 具有 性 质 g(x) 一 0， 对 一 切 x EX， 的 多 项 式 
geEAf5a ,zs] 所 成 的 集合 。 这 个 集合 是 多 项 式 环 中 的 一 个 
理想 1(X); 它 电 做 往 (variety) X 的 理想 同 余 类 环 

PCX) 一 kias*., ta]/1(X) 

是 定义 在 并 上 的 多 项 式 函 数 环 ,因为 两 个 多 项 式 8 和 有 定义 X 
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上 的 同一 个 函数 , 当 且 仅 当 g 一 不 在 了 的 任 一 点 上 都 取 值 0， 
Bg — hEITCX). 

将 二 在 PCX) 中 的 象 记 作 总. 5 (1 委 1 委 zn) 是 X 上 的 
坐标 函数 《coordinate function): 如 果 zxE 和 ， 那 么 点 (x*) 就 是 
点 * 的 第 i 个 坐标 ; RECX) 作为 下 代数 ,就 由 这 些 坐 标 函 数 生 
成 ; 它 叫 做 XX 的 坐标 环 ( 或 仿 射 代数 ). 

如 同 在 习题 26 中 那样 ,对 任 一 点 x EX 用 mz 来 记 P(X) 
中 所 有 适合 条 件 1x) 一 0 的 水 数 了 所 组 成 的 理想 、 它 是 PCX) 
的 一 个 极 大 理想 .因此 ,如 果 令 和 光一 Max (PC(X))， 就 定义 了 
一 个 上 映射: X—> 人 ,WN +> mz, 

不 难 证 明 , 4 是 单 的 : 如 果 x 送 》， 那么 xi 声 yi 对 茶 个 
i(1 志 7 志 wz)， 因 此 5; 一 x; 属于 ms。 但 不 属于 my， 于 是 
mz 六 m,。 还 是 满 的 ,这 一 点 虽 不 太 显 然 ,但 仍然 是 对 的 ， 这 
是 Hilbert 零点 定理 的 一 个 形式 (参看 第 七 章 )。 

28. 设 户 … 思 是 人 [az 中 的 元 素 , 它们 定义 一 个 多 项 式 
映射 yp: kK" 一": 如 果 xER"， 那么 点 p(x) 的 坐标 就 是 
让 (xs ， 加 (xz)。 

设 X,Y 分 别 是 如 ,如 中 的 仿 射 代数 簇 ， 机 射 p:X 一 了 
叫 正 则 的 ,如 果 9 是 从 已 到 如 的 一 个 多 项 式 映 射 在 和 上 的 限 
制 ， 

对 于 了 Y 上 的 任 一 多 项 式 函 数 %, 合成 映射 mop 是 X 上 的 
多 项 式 通 数 . 因此 ?诱导 出 代数 同 态 P(Y) 一 P(X)， 即 
1i> ?op。 证 明 ， 这 样 我 们 得 到 了 从 和 X 到 YY 的 正则 映射 的 集 
与 从 PCY) 到 XX) 的 代数 同 态 的 集 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 
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第 二 童 ” 模 


近代 处 理 交 换代 数 的 方法 的 特点 之 一 就 在 于 较 多 地 强调 了 模 
的 作用 , 而 不 只 是 理想 的 作用 . 由 于 这 个 缘故 使 叙述 更 加 清晰 和 
简单 。 例如 , 环 和 4 的 理想 a 和 它 的 商 环 4/e 都 是 4 上 的 模 , 因此 
在 一 定 程度 上 可 以 在 同等 的 地 位 上 来 讨论 . 在 这 一 章 里 给 出 了 模 
的 定义 并 研究 了 模 的 初等 性 质 . 此 外 , 简 覆 地 讨论 了 张 量 积 和 它 
们 在 正 合 序列 中 的 动态 ， 


横 和 模 同 态 a 


设 4 是 个 环 ( 总 是 交换 的 ); 一 个 交换 群 Y( 其 中 的 运算 写作 加 
法 ), 如 果 4 线性 地 作用 在 它 土 画 ， 就 叫 作 一 个 4- 模 .确切 地 说 ， 
模 是 一 个 对 (M , p)， 这 里 M 是 个 交换 群 ， 而 4 是 个 映射 4 X 
M ~> 以 , 它 满足 以 下 公理 ,在 其 中 我 们 把 p (a, x) (a € 4,，x€M) 
写作 ex: 

- a(x 十 y) 一 4x 十 ay， 
(a + br = axr + br, 
(ab)x = ebx), 
lz 一 yx (a, bEA; x, y EM). 
《一 个 等 价 的 定义 是 : M 是 个 交换 群 ， 同 时 有 一 个 环 同 态 4 -> 
E(M)， 这 里 ECM) 是 交换 群 M 的 自 同 态 环 .) 

如 下 面 的 例子 所 指明 的 那样 ， 模 的 概念 是 一 些 熟 知 的 概念 的 
推广 : 

例 , 1) 环 X 的 任意 理想 a 是 一 个 4- 模 ;特别 ,4 本 身 是 一 个 
4- 模 . 
2) 如 果 A4 是 域 , 那么 4- 模 = 人 向 量 空间 . 


3) 也 一 卫 ，Z- 模 一 交换 群 ， (定义 nt 一 x 十“ 十.) 


2 一 


4) 4 一 k[x*]， 其 中 《是 一 个 域 ;一 个 4- 模 就 是 带 有 一 个 线 
性 变换 的 -向量 空间 . 
5) G 一 有 限 群 ,4 一 AL[G]1 一 G 在 域 & 上 的 群 代 数 ( 只 在 群 
G 是 交换 群 时 , 这 个 环 才 是 交换 的 )。 那么 给 了 一 个 4- 模 就 等 于 
给 了 G 的 一 个 表示. 
设 M 和 YY 是 两 个 4- 模 ,映射 f: M 一 V 叫 做 4- 模 同 态 (或 
4- 线 性 映射 ) ,如 果 对 一 切 a€EA4 和 x，y€M， 
大 z 士 7) 一 大 x) +4), 
Kar) = af(x), 
因此 了 是 交换 群 的 同 态 ， 而 它 与 每 个 a&€ 4 的 作用 都 交换 。 如 果 
4 是 个 域 ， 那么 4- 模 同 态 就 与 向 量 空 间 的 线性 变换 是 一 回 
事 . 
4- 模 同 态 的 合成 仍 是 4- 模 同 态 . 
从 M 到 NN 中 的 所 有 4- 模 同 态 所 成 的 集合 可 以 成 为 一 个 4- 
模 , 如 果 按 下 面 的 公式 来 定义 上 十 8 和 af: 
(f+ g)(%) =— f(x) + g(x), 
(af)Cx) 一 «fC%) 
对 一 切 x €E M.。 不 难 验 证 4- 模 的 公理 都 适合 。 这 个 4- 模 记 作 
Hom4《M ,N) (或 简 记 作 Hom (M，N), 如 果 关 于 环 4 没 有 疑义 
的 话 ). | 
同 态 xs: M -~ M 和 v: N 一 N” 导 出 上 映射: Hom( M,N) 
— Hom (M’, N), 3: Hom (MN) > Hom(M , N"), 
uf) = fou, Vf) = vof. 
这 两 个 映射 都 是 4- 模 同 态 . > 
对 于 任意 4- 模 M， 有 自然 同 构 Hom (4，MJ 实 M: 每 个 
4- 模 同 态 jf: 4 一 M 由 元 素 大 1 所 唯一 确定 , 而 这 个 元 素 可 以 
任意 选取 。 
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子 模 和 商 模 


模 M 的 子 模 M" 是 M 的 子 群 ， 它 对 于 以 4 的 元 素来 乘 的 运 
算是 封闭 的 ， 这 时 ,如果 在 交换 群 M/M” 上 按 公式 
a(x+ M’)=axt+M’ 
来 定义 乘法 , 4- 模 的 结构 就 搬 到 商 群 M/M” 上 来 。 4- 模 M/M' 
叫做 M 对 于 M 的 商 模 。 从 M 到 M /M’ 之 上 的 自然 映射 是 4- 
模 同 态 . 在 M 的 包含 M' 的 子 模 所 成 的 集合 与 M/M” 的 子 模 的 
集合 之 闻 存 在 着 保持 包含 关系 的 一 一 对 应 《由 此 作为 特例 推出 对 
于 理想 对 应 的 断言 )， 
设 f: M 一 入 是 4- 模 同 态 , 它 的 核定 义 为 集合 
Ker (f) 一 {zeMiIfx) 一 0)， 
它 是 M 的 子 模 . f 的 象 定义 为 集合 
In (1) = 1(M), 
它 是 立 的 子 模 . ff 的 余 核 定义 为 集合 
Coker (1) = N/Im (f)， 
它 是 NN 的 一 个 商 模 , 
如 果 M 是 M 的 子 模 而 M' 竺 Ker (1)， 那 么 f 诱导 出 同 态 
f: M/M' 一 NN, 它 是 这 样 定 义 的 : 如 果 ze M/M” 是 元 素 z+€E M 
的 象 , 那么 1(#) 一 1(x). 了 的 核 是 Ker (J)/M'， 这 就 是 说 , 间 态 
由 同 术 了 诱导 出 来 ， 特别, 令 M' 一 Ker (万 ， 我 们 有 一 个 4- 模 
- 同 构 
M /Ker (1) 关 Im (1). 


子 模 上 的 运算 


在 第 一 章 里 所 讨论 的 理想 上 的 大 多 数 运 算 都 能 推广 到 模 上 
来 . 设 M 是 个 4- 模 , (Mi)ie 是 它 的 一 组 子 模 ， 它 们 的 和 之 M， 
定义 为 所 有 (有 限 ) 和 Zixi 的 集合 , 其 中 x € Mi; 对 一 切 i€1 
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而 几乎 所 有 的 ( 即 除 有 限 个 外 ， 所 有 的 ) xi 都 等 于 0; Mi 是 
的 包含 所 有 Mi; 的 最 小 子 模 ， 交 们 Mi 也 是 MM 的 子 模 ， 因 此 和 M 的 
子 模 对 于 包含 关系 来 说 组 成 一 个 完备 格 . 

命题 21. i) 设 工 三 M 己 N, 它 们 都 是 4- 模 .那么 

CL/N)/CM/N) LL/M 
i) 设 M1,，M; 是 M 的 子 模 , 那么 
(Mi + M2)/M My/ Mi M2. 

证 明 .，i) 用 公式 了 (x 十 N) 一 + 十 M 来 定义 映射 6: 
L/N 一 工 /M。 这 个 定义 是 合理 的 , 而 且 6 是 从 4- 模 L/N 映 到 
L/M 上 的 同 态 , 它 的 核 是 M/N, 由 此 即 推出 匀 ， 

i) 同 态 的 合成 

Ma -> Mi 十 Ma 一 (MT 二 M2)/ Mi 
是 满 的 , 它 的 核 等 于 M, 门 M;:， 由 此 推出 i，。 ” 

通常 不 能 定义 两 个 子 模 的 积 , 但 是 可 以 定义 积 aM ,这 里 a 是 
个 理想 而 M 是 个 4- 模 ; 它 是 一 切 可 能 的 有 限 和 asxi 所 组 成 的 
集合 ,其 中 aeay zcM; 它 是 M 的 子 模 . 

如 果 入 和 P 是 MM 的 两 个 子 模 ， 定 义 (N:P) 为 使 sP NN 的 
那些 se 4 所 组 成 的 集合 ; 它 是 4 的 理想 . 特别 ，(0:M) 是 
使 aM 一 0 的 那些 a€ 4 所 成 的 集合 ， 它 叫做 MM 的 零 化 子 
(annihilator)。 记 作 Ann (M)， 如 果 aSE Ann (M)， 那 么 MM 可 
以 看 作 4/o- 模 : 设 zed4d/a 的 代表 元 是 x* € 4; 那么 定义 Xm 一 
xm(m& M )， 因 为 aM 一 0， 所 以 xm 这 个 元 素 不 依赖 于 同 余 类 
x 的 代表 元 * 的 选取 . 

4- 模 M 叫 忠实 的 , 如 果 Ann(M) 一 0。 如果 Ann(M) 一。 
那么 M 看 作 4/o~ 模 , 是 忠实 的 ， 

习题 22. Ann(M + N)= Ann(M) mAnnCN)。 

ii) (N:P) 一 Ann((N + p)/N). 

设 x 是 M 的 任意 一 个 元 素 ， 记 有 它 的 倍 元 ar 《a€ 4) 的 
集合 是 M 中 的 一 个 子 横 ， 我 们 把 它 记 作 4x 或 (x). 如 果 
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M 一 >J4z， 那 么 ” 这 组 元 素 就 叫 作 M 的 一 组 生成 元 ， 这 就 是 
TET 

说 ,M 中 的 每 个 元 素 都 可 以 表 成 (但 不 必 唯 一 地 表 成 ) 元 素 xi 的 系 

数 属于 4 的 有 限 线性 组 合 ，4- 模 M 叫 作 有 限 生 成 的 ， 如果 它 里 面 

存在 着 有 限 生 成 元 组 . 


直 和 与 直 积 


4- 模 M 和 NN 的 直 和 MN 指 的 是 所 有 的 对 (x*，y) 的 集合 ， 

这 里 x€ M , y € N， 如 果 按 显然 方式 定义 加 法 和 乘法 : 
(Cx, y1) 二 (xa, y2) 一 (x 十 zay yi 十 y2)， 
a(x» y) — (ax, ay), 

它 就 成 为 一 个 4- 模 ,更 一 般 些 , 设 (Mi)ie 是 任意 一 组 4- 模 . 它 
们 的 直 和 BM: 是 由 所 有 形 如 (xi)iei 的 元 素 所 组 成 的 集合 ,这 里 
EMi 对 一 切 i ET 而 几乎 所 有 的 xi 都 等 于 0， 如 果 把 后 面 这 个 
限制 取消 ,就 得 到 直 积 I Mi。 因 此 ,如 果 工 是 有 限 集 , 直 和 就 与 


直 积 重合 ,但 在 一 般 情形 二 者 相 异 . 
假定 环 4 是 个 直 积 ][ 4 第 一 章 ). 这 时 所 有 形 如 


《0 …0， a 0,°**, 0)E€EA 
的 元 素 ,其 中 we 4;， 是 4 中 的 理想 a; (但 除开 平凡 的 情形 , 它 不 
是 4 的 子 环 ,因为 它 不 含有 4 的 单位 元 素 ). 环 4, 看 作 4- 模 ,就 是 
理想 a，-…, a。 的 直 和 , 反 过 来 ;如果 给 了 环 《 作 为 4- 模 分 成 理 
想 直 和 的 分 解 


A= qaD:…Das 
那么 


4 I (4/8), 


i 二 1 


其 中 b; 一 Os. 每 个 理想 a 都 是 (与 4/b; 同 构 的 ) 环 .wm 的 单 
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位 元 e; 是 4 中 的 和 宕 等 元 ;而 9 = (ei) 
有 限 生 成 的 模 


自由 4- 模 是 同 构 于 形 如 BM 的 4- 模 的 一 个 4- 模 , 这 里 
所 有 Mi; 作为 4 模 ) 都 同 构 于 4。 这 样 一 个 模 有 时 记 作 4 中 ， 因 
此 有 限 生 成 的 自由 4- 模 同 构 于 4@ 四 … :四 4 (x 个 直 和 项 ), 并 记 
作 4"( 按 惯例 ,约定 4' 为 零 模 , 记 作 0). 

命题 23. 4- 模 M 是 有 限 生 成 的 志 > M 同 构 于 模 4" 的 一 个 商 
模 , 对 某 个 二 0. 

证 明 . 过 : 设 zx 生成 诸 . 定义 映射 p: 4 一 M， 即 
pCa 45) 一 qri 十 "… 十 ax 这 是 个 4- 模 的 满 同 态 ， 因 
此 M 汪 A"/Ker( gg), 

< 生 : 这 时 存在 着 4- 模 的 满 同 态 p: A" 一 M. 令 ci 一 00， 
…*,0,1,0,.…, 0)( 第 i 个 位 置 是 1)， 那么 ei(1 万 i 志 w) 生 成 
A", 因 而 p(ez) 生成 M. 二 

命题 24。 设 M 是 有 限 生成 的 4- 模 ,na 是 4 的 一 个 理想 ,gq 
是 4- 模 M 的 这 样 一 个 自 同 态 ,使 得 gCM) GG aM。 那么 Pp 适合 以 
下 形状 的 一 个 方程 

9" +ap 十 … 十 io 一 0， 
其 中 所 有 a; 都 属于 a. 
和 证明. 设 x,……, x。 是 愉 的 一 组 生成 元 ， 那么 p(xi) EaM 


对 一 切 六 因此 q(x) 一 Daixi (1 所 i 志 n， ajj&a) 或 
j=1 


Ed 


> (C69 一 LL = 0， 


其 中 6;; 是 Kronecker 符号 。 将 这 个 方程 组 从 左 方 乘 以 (6; 一 
aij) 的 伴随 窍 阵 , 就 得 到 det (6i;q9 一 4;) 零 化 一 切 x;。 因此 det 
(559 一 ai;) 是 对 的 零 自 同 态 , 将 这 个 行列 式 展 开 就 得 到 所 要 求 的 
形状 的 一 个 方程 。 量 
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系 理 ?2.5。 设 M 是 有 限 生 成 的 4- 模 ， 而 a 是 4 的 这 样 一 个 
理想 ， 使 得 aM = M， 那 么 存在 着 一 个 元 素 + 三 1 (mod a) 使 


得 xM 一 10. 
证 明 . 在 《2.4) 中 取 gg 一 恒 同 映射 ,x 一 1 十 4 十 … 十 
dn, | 


命题 2.6. (Nakayama 引 理 ).。 设 M 是 有 限 生 成 的 4- 模 ,而 a 
是 4 的 一 个 包含 在 4 的 大 根 策 中 的 理想 ， 如 果 aM 一 M, 则 M = 
0, 

第 一 个 证 明 . 和 根据 (2.5), xM 一 0 对 某 个 + 尘 1 (mod RR). 由 
(1.9) 推 出 ,x 是 4 中 可 逆 元 ;因此 M 一 x xM 一 0.。 时 

第 二 个 证 明 ， 假定 M 关 0, 并 设 zz 是 邓 的 一 个 极 小 
生成 元 组 . 那么 mm EaM ， 因 此 有 形 如 mo 一 wait 十 …… 十 aot 
的 等 式 成 立 , 其 中 we a。 由 此 得 到 

(1 一 aa 一 CU 十- 十 ai 
因为 a,. ER， 从 (1.9) 推 出 1 一 a。 是 4 中 可 道 元 .于 是 w 属于 由 
wan 生成 的 对 的 子 模 中 ,我 们 得 到 一 个 矛盾. 时 
系 理 2.7。 设 内 是 有 限 生成 4- 模 ,六 是 M 的 一 个 子 模 , ae 是 4 
的 一 个 包含 在 旬 中 的 理想 ,那么 
M 一 aM 十 N 一 > M 一 N. i 
证 明 . 将 (2.6) 应 用 到 M/N 上 并 考虑 到 本 2 
a (M/N)— (aM -+N)/N. 四 : 

设 4 是 个 局 部 环 , m 是 它 的 极 大 理想 , 《一 A/m 是 它 的 同 余 
类 域 ，M 是 一 个 有 限 生成 的 4- 模 .。 因为 m 零 化 M/mM ， 所 以 
M /mM 又 自然 地 看 成 4/m 模 , 即 -向 量 空间 ， 它 是 有 限 维 的 . 

命题 2.8。 设 x(1 委 1 所 ww) 是 M 的 一 组 元 素 , 它 们 在 M/mM 
中 的 象 组 成 这 个 向 量 空间 的 一 组 基 , 那 么 x; 生成 M， 

证 明 . 设 N 是 由 xi 这 些 元 素 生 成 钓 半 的 子 模 , 那么 合成 映射 
PN 一 M 一 MAnm 将 N 决 到 MM/mM 之 上 .因此 NmM=M， - 
而 根据 (2.7) 就 有 V 一 M。 
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正 合 序 列 


一 个 4- 模 和 4- 同 态 的 序列 
> Mi MMin (0) 
叫做 在 M; 处 正 合 , 如 果 Im(fi) 一 Ker(fi+.)， 它 叫 做 正 合 序列 ， 
如 果 它 在 每 个 M; 处 都 正 合 ， 特 别 | 
0-> M' >M 正 合 <>f 是 单 的 ; (1) 
MM” -> 0 正 合 <>g 是 满 的 ; (2) 
0 一 MM-M”- 0 正 合 <> f 是 单 的 ,8 是 满 的 ,(?) 
而 且 诱 导出 从 Coker (1) 一 M/HM') 到 M” 上 的 同 构 . 
形 如 (3) 的 序列 叫做 短 正 合 序列 ， 任 意 长 的 正 合 序列 (0) 可 以 
按 以 下 方式 分 裂 成 一 些 短 正 合 序列 : 令 Ni 一 Im(fi) 一 Ker(fin). 
那么 就 得 到 短 正 合 序列 0 一 凡 一 Mi 一 Nir 一 0 对 一 切 i 
命题 2.9。 i) 设 
MM ~M” ->0 C4) 
是 一 个 4- 模 和 4- 同 态 的 序列 。 那么 序列 (4) 正 合 侣 对 一 切 4- 
模 ,序列 
0 一 Hom(M”, N)-_ Hom (M,N)— Hom(M’, N) (4’) 
都 正 合 ， 
让) 设 
0O—>N_ NN” C5) 
是 一 个 4- 模 和 4~ 同 态 的 序列 ,那么 序列 (5) 正 合 名 对 一 切 4- 模 
M ,序列 
0 一 Hom (M,N’) 一 Hom(M,N) SHom( M,N’) (5’) 
都 正 合 ， 
这 个 命题 的 四 部 分 都 是 容易 的 习题 。 例如 , 假定 (4') 对 一 切 
N 来 说 正 合 .首先 ,因为 5z 对 于 一 切 NN 来 说 都 是 单 的 ,因此 vw 是 满 
的 . 其次, 我们 有 zo5 一 0, 即 对 一 切 f;: M” 一 NN, 都 有 jovow 一 0， 
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取 M” 作 为 N， 并 取 恒 同 了 映射 作为 上 就 得 到 vou 一 0; 因此 
Im(n) E Ker(v)、 再 取 NN 一 M/Im(w)， 并 令 p: M 一 N 是 自 
然 映 射 , 那么 pe Ker( 开 .因此 存在 着 这 样 一 个 映射 p: M” 一 NN 
使 得 一 4ov， 于 是 In(z) 一 Ker(q) 生 Ker(v). 可 
命题 210。 设 
0O—> MM M”"—0 
al | a 


O>N ~ N77 NN 一 0 


是 一 个 4- 模 和 4- 同 态 的 交换 图 表 , 它 里 面 两 行 都 是 正 合 的 。 那 
么 存在 着 正 合 序列 
0 —> Ker (f ) —* Ker (f) 2 Ker(f’) 


Coker (f ) > Coker (f) _™ Coker (f°) 一 0， 
(C6) 

其 中 如 5 分 别 是 wy 的 限制 ,而 太 ,，y' 分 别 由 ww, v 诱导 出 来 . 

边缘 同 态 (boundary homomorphism) 4 按 以 下 方式 来 定义 : 如 
果 x”E Kedf"), 那么 太一 zz) 对 基 个 rE M, 而 wf(*)) 一 
(v(x)) 一 0。 因此 fx) EKerCv) 一 Im(w)， 于 是 f(x) 一 
u(y’) 对 茶 个 yy EN', 那么 定义 d(x”) 为 y 在 Coker (了 ) 中 的 象 . 
这 个 定义 的 合理 性 和 序列 (6) 的 正 合 性 的 验证 是 图 表 退 踪 中 的 一 
个 简单 习题 ,我们 留 给 读者 ， 国 

注 记 . 序列 〈65) 是 同调 代数 中 正 合 同调 序列 的 一 个 特殊 傅 
形 ， 

现在 设 C 是 4- 模 的 一 个 类 ,而 4 是 定义 在 C 上 而 在 乙 中 (或 
更 一 般 地 ， 在 一 个 交换 群 G 中 ) 取 值 的 一 个 函数 ， 范 数 2 叫 作 加 
性 函数 ,如 果 对 于 各 项 都 属于 C 的 每 个 短 正 合 序列 (3) ,都 有 

4.CM')— 414M)+1(M”)= 0. 

例 . 设 4 是 域 *,C 是 所 有 有 限 维 -向 量 空间 V 所 成 的 类 . 那 

么 Vi~> dim VV 是 定义 在 c 上 的 加 性 函数 . 


命题 Zi1l。 设 0 一 Mo 一 Mi 一 … .一 Mo 一 0 是 一 个 4- 
模 的 正 合 序列 ， 其 中 所 有 的 模 M,， 和 所 有 间 态 的 核 都 属于 C。 
那么 对 于 任 一 定义 在 C 上 的 加 性 函数 1, 都 有 


(Dac) 一 0。 


证 明 。 把 我 们 的 序列 分 裂 成 一 些 短 正 合 序列 
0 一 Ni 一 Mi 一 Mi 一 0 
(Nm 一 Mon 一 0)， 那 委 ACMi) 二 XNi) 十 1MCVNs)。 现在 造 
2LMi) 的 交错 和 ,所 有 右 方 的 项 都 消 掉 了 ， 莉 


模 的 张 量 积 


计 MM,N,P 是 三 个 4- 模 . 上 映射 f: M X N 一 下 叫做 4- 双 线性 
的 ,如 果 对 于 每 一 个 xEM, 从 到 P 中 的 映射 y->f(x,y) 是 人 4- 
线性 的 ,而 且 对 于 每 一 个 ?EN,， 从 M 到 P 中 的 映射 x* 一 > (x,y) 
是 4- 线 狂 的 . 

我 们 要 造 一 个 4- 模 了 , 叫做 MM 和 NN 的 张 量 积 , 它 具 有 下 述 性 
质 : 对 所 有 4- 模 P，4- 双 线性 映射 M XN 一 P 的 集 与 4 线性 
映射 TT 一 了 的 集 之 间 有 着 自然 的 一 一 对 应 ,确切 地 说 ,有 

命题 2.12。 设 M,N 是 两 个 4- 模 . 那么 存在 由 一 个 4- 模 
工 和 一 个 4- 双 线性 映射 g: M XN -> 了 所 构成 的 对 (7T, g)， 
具有 以 下 性 质 : . 

对 任意 4- 模 P 和 任意 4- 双 线性 映射 f: M X N 一 P, 都 存 
在 着 唯一 的 一 个 4- 线 性 映射 了 : 了 一 已 使 得 了 一 fg ( 换 句 话 
说 ，M x WN 的 任 一 双 线 性 映射 都 可 以 通过 了 分解 ). 

更 进一步 ， 如 果 (T, g) 和 (7 ， g') 是 具有 这 个 性 质 的 两 个 
对 ,那么 存在 着 唯一 的 一 个 同 构 1: T 一 7 使 得 jog 一 g. 

证 明 . i 唯一 性 . 用 (7 ，g ) 来 代替 (p, 从、 我 们 得 到 唯一 
的 一 个 映射 j: TT 一 7' 使 得 g 一 1og， 交 换 工 积 条 的 地 位 ， 又 
得 到 一 个 映射 了: 太一 了 使 得 g 一 了 og jeo7 入 ji 这 两 个 合 
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成 映射 都 必须 是 恒 同 映射 ,因此 i 是 同 构 ， 
ii》 存 在 性 。 用 C 表 自由 4- 模 4%””M， C 的 元 素 都 是 
M XN 的 元 素 的 形式 的 线性 组 合 , 系数 属于 4.。 即 它们 是 形 如 


# 


> ai Cxis y) 的 表示 式 (aj € 4 ,xi € M，, yi€N). 


i=1 


设 马 是 C 中 所 有 以 下 形状 
《xz 十 六 9) 一 (xy) 一 《xy) 
(x, y 十 y') 一 《xz， 7) 一 《xz， 7 
(ar， y) 一 a(x, y) 
x, ay) — al(x, y) 
的 元 素 生 成 的 C 的 子 模 ， 

令 工 一 C/D， 将 C 的 每 个 基 元 素 (x, y) 在 了 中 的 象 记 作 
*@y， 那 么 工 这 个 模 就 由 所 有 形状 如 *@) 的 元 素 和 生成， 并且 从 
定义 可 知 它们 适合 关系 式 

(r+++r)By= rHy+r Oy, 
BT TB +*Oy, 
(ar) By ray ar Hy). 
换 句 话说 , 按 公 式 g(x, y) 一 + 四 y 定义 的 映射 gp:M XN 一 T 
是 4- 双 线性 的 。 

从 M XN 到 4- 模 P 中 的 任 一 映射 都 可 以 线性 地 扩充 成 
4- 模 同 态 j: C 一 P， 如 果 f 还 是 4- 双 线性 的 , 那么 于 就 把 刀 的 
生成 元 都 映 成 0, 因而 把 整个 马 都 鼎 到 0。. 于 是 诱导 出 一 个 唯一 
确定 的 从 T 一 C/D 到 D 中 的 4- 同 态 了, 使 得 f(x @y) = 二 f(x， 
y)， 因 此 ( 工 , g)》 这 一 对 就 适合 命题 中 所 述 的 条 件 . 国 

注 记 ， i) 上 面 造 的 模 工 叫做 M 和 这 两 个 模 的 张 量 积 ， 
记 作 M 人 :4N 如 果 关 于 环 4 并 没有 疑义 的 话 ， 就 简 记 作 
M 四 NM 四 N 作 为 4- 模 ,由 "乘积 ”zz 四， 生成 , 如 果 分 别 给 
了 M 和 NN 的 两 组 生成 元 (xD ie，(yi) jey， 那么 x 加 y; 这 些 元 
素 就 生成 M 四 N. 特别 ， 如 果 和 入 者 是 有 限 生成 的 ， 那 么 
M 多 NN 也 是 有 限 生成 的 . 
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ij) 符号 x 名 y 是 自然 含混 不 清 的 ， 除 非 指 明 这 个 元 素 属于 
那个 张 量 积 . 譬如 说 , 令 M 和 WN 分 别 是 M 和 NN 的 子 模 而 x€EM'， 
?EN 、 那 么 可 以 发 生 : x @y 作为 M @N 的 元 素 等 于 0, 而 作 
为 MY" Q@ AN 的 元 素 不 等 于 0. 例如 ， 取 4 一 2,M 一 和 N 一 
Z][IZ 并 设 M 一 2ZCZ,N 一 N 用 * 记 六 中 非 0 元 并 
考察 乘积 2@ >x。 它 在 M @@N 中 等 于 0， 这 是 因为 2 四 * 一 
1@2 + 一 1 @ 0 一 0， 但 是 它 在 M ”四 N 中 不 等 于 0, 参看 (2.18) 
之 后 的 例子 . 

然而 下 面 这 个 结果 成 立 : 

系 理 213。 设 xi EM，yi EN 使 得 在 MB@BN 中 庆 x;@ yi 
一 0. 那么 存在 着 有 限 生成 的 子 模 Mo。 CM，No CN 使 得 在 
Mo@ No Zr y= 0. 

证 明 . 设 在 要 @N 中 写 xzi 人 加 yi 一 0。 沿用 (2.12》 的 证 
了 明 中 的 记号 ， 这 时 有 Z (xi, yj) € D， 因 此 允 (xi, yi) 是 子 模 D 
的 生成 元 的 一 个 有 限 线 性 组 合 。 用 Mo 表 M 的 一 个 子 模 ， 它 由 
所 有 这 些 x; 和 在 D 的 这 些 生成 元 中 作为 第 一 个 坐标 出 现 的 M 的 
所 有 元 素 所 生成 。 类似 地 定义 No, 那么 在 Mo@@ No 中 x @y; 
一 0. | 

过)《〈2.12) 中 所 给 的 张 量 积 的 造 法 对 我 们 来 说 以 后 不 再 需 
要 ， 读 者 愿意 的 话 可 以 放心 地 忘记 它 。 真 正 重 要 的 是 要 记 住 张 量 
积 的 定义 性 质 . 

iv) 我 们 也 可 以 不 从 双 线 性 上 映射， 而 从 多 线性 英 射 f: Mi 
XX.…- X 1M--> 开始 讨论 ,而 多 线性 映射 可 类 似 地 定义 (对 每 个 
变 元 都 线性 )， 重 复 (2.12) 的 证 明 ,我 们 就 造 出 了 “多 重 张 量 积 ” 
了 一 Mi 四 :四 NM， 它 由 形状 如 #@…@x (xi€ M;， 
1 委 ;< 适 r) 的 一 切 可 能 的 乘积 生成 . 我 们 把 组 节 留 给 读者 补 出 
来 ;相应 (2.12) 的 结果 是 

命题 2.12.” 设 M,,-……，M, 是 一 些 4- 模 . 那么 存在 着 由 
一 个 4- 模 工 和 一 个 4- 多 线性 映射 g: M; X …' X M 一 了 构 
成 的 对 (了 ，g)， 有 具有 以 下 性 质 ; 
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对 于 任意 4- 模 P 和 任意 4- 多 线性 瑞 射 万 MX -… XM， 
一 了 , 存在 唯一 的 一 个 4- 同 态 f: 了 ->P 使 得 fog 一 

如 果 (T,g) 和 (7', g') 是 共有 这 个 性 质 的 两 个 对 ， 那 么 存 
在 着 叭 一 的 一 个 同 构 jij: 了 一 六 使 得 jcg 一 2 硬 


分 : 
命题 214。 设 M,N,P 是 4-- 模 , 那么 存在 着 唯一 确定 的 同 

构 

iD MBN>N®M, 

i) (M SN)CP> MOWNGP)>MONDP, 

iii) (M BN)CP-—> MOPONOGP, 

iy) A@M7M, 
使 得 分 别 有 

a) + HB yy Ox, 

b) (x HyID >r HOY >r Oy® 2, 

cj] (x,y B®, ys), 

d) a © ri> ax 

证 明 . 在 每 一 个 情形 ， 主 要 之 点 是 要 证 明 所 陈述 的 映射 存在 
而 且 唯 一 被 确定 ， 为 此 必须 构造 相应 的 双 线 性 或 多 线性 映射 并 利 
用 性 质 2.12 或 2.12* 来 证 明 张 量 积 的 同 楚 的 存在 。 作为 这 个 方 
法 的 一 个 例子 我 们 来 证 明 断 言 iij) 的 一 半 , 而 把 其 余 的 留 给 读者 ， 

我 们 来 造 同 态 

(MON)BOP I MONOP EMON)YGP, 
使 得 
Fr 四 人 四 站 一 zx 四 7 四 >， 
g (rr 四 ) 四 az 一 (四 7) 四 > 

对 一 切 *EM,y€N,z€P, 

为 了 造 f， 先 闫 定 元 素 x EP. 映射 (x,y)H>x*+@Oy@z 
(xEM,yEN) 对 于 * 和 y 是 冯 线 性 的 ， 因 而 诱导 出 一 个 间 
态 
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amN 一 NOOP， 
使 得 j。 (xx 四 7y) 一 > 四 /四 xz. 其 次 考察 从 (M 四 N)XP 到 
M @N @P 中 的 映射 (xs)F> fs G4)， 它 对 于 上 和 zx 是 双 线 
性 的 ,因而 诱导 出 同 态 
1:(M@N)QP 一 MGQNOP， 
使 得 f((x@y)®B:)=r@y® sz. 

为 了 造 g， 劣 察 从 M XxXNXP 到 (M @NN) 名 P 的 映射 
(zy，z)H> (x 的 y) 四 >。 它 对 于 每 个 变 元 都 是 线性 的 ,因而 诱 
导出 同 态 

g: MgNODOPF>(M ON)OP， 
使 得 g (四 四 zz 一 (rr 四 四 四 >. 

显然 , fog 和 gef 都 是 恒 同 映射 ,因此 f 和 & 都 是 同 构 .。 图 

习题 2.15。 设 4 和 8 是 环 , M 是 一 个 4- 模 ,P 是 一 个 B- 模 ， 
而 NN 是 一 个 (4, 8) - 双 模 ( 即 同 时 由 予 一 个 4~ 模 结构 和 一 个 
B8- 模 结构 。 而 它们 在 以 下 意义 下 是 协调 的 : a(x2) = (ax)5 对 一 
急 acd,2cBxrxceN) 那么 M@N 有 自然 的 8- 模 结构 ， 
而 N @sP 有 4- 模 结构 ,同时 在 这 些 条 件 下 ， 

(M Os Ns OP SM Bs CN BaP) 

设 1 M 一 M 和 g: NN 一 NN 都 是 4- 模 同 态 . 令 h(xy) 一 
1x) 四 g(x)， 就 定义 了 一 个 映射 6: M xN 一 M 四 和 六. 容易 
验证 是 4- 双 线性 的 ,因此 诱导 出 4- 模 局 态 

f@ge: MON2>M’®N, 


UBB = Ba (rEM,y EN). 


再 设 f: M 一 M” 和 g':N 一 N” 是 4- 模 同 态 .那么 显 
然 , 合成 映射 〈f of @ (gog) 和 (四 g)o(f 四 g) 在 MgQ@N 
中 形 如 x 四 y 的 所 有 元 素 上 都 一 致 ,因为 这 些 元 素 生 成 M @ N， 
所 以 推出 


使 得 


(fo BO (gog) = (fF Bg') (Og), 
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绅 量 的 局 限 和 扩充 


设 f: 4 一 B 是 个 环 同 态 , 是 个 B- 模 那么 NWN 有 一 个 4- 
模 结构 , 它 定义 如 下 : 如 果 ae 4 而 x*E N, 定义 ar 一 f(a)x， 我 
们 说 这 个 4- 模 是 从 N 经 纯 时 局限 而 得 到 。 特 别 ,用 这 种 方法 f 还 
在 B 上 定义 了 一 个 4- 模 结构 ， 

命题 2.16。 假定 N 作 为 B- 模 是 有 限 生成 的 ,而 环 作为 4- 
模 也 是 有 限 生成 的 ,那么 N 作 为 4- 模 也 是 有 限 生成 的 . 

征明. 设 ;… ,ys 在 上 生成 N, 而 x，………s xm 生成 作 
为 4- 模 的 B， 那 么 mz 个 乘积 wy 在 4 上 生成 N。 本 

现在 设 M 是 一 个 4- 模 。 因 为 ,如 适 才 所 说 的 那样 , B 可 以 看 
作 是 个 4- 模 ,我 们 可 以 造 一 个 4- 模 Ms 一 B @ sM。， 我 们 定义 
pb Or) = bb Or 对 一 切 5,b EB,xE MM， 于 么 Ms 就 有 一 
个 8- 模 结构 .我 们 说 B- 模 Ms 从 M 经 纳 量 扩充 而 得 到 . 

命题 2.17。 如 果 M 作 为 碟 模 是 有 有 限 生 成 的 7 那么 Ms 作为 
B- 模 也 是 有 限 生 成 的 ， 

证 明 ， 如 果 nm …， zw 生成 4- 模 M， 那么 1@x; 这 些 元 
素 生 成 B- 模 Me 本 


张 量 积 的 正 合 性 


设 f: M Xx N 一 P 是 个 4- 双 线性 映射 ， 对 于 每 个 x+€ M， 
从 N 时 入 P 的 映射 y > 了 (x,y) 是 4- 线 性 的 ,因此 f 诱导 出 一 
个 映射 M 一 Hom (N,P)， 它 是 4- 线 性 的 ， 这 是 因为 了 对 于 > 
是 线性 的 反 过 来 , 任 一 4- 同 态 p: M 一 Homa (N,P)》 都 定义 
一 个 双 线 性 映射 ;《x,y)H> p(x) (y)， 因此 所 有 4- 双 线性 脆 
射 M XN 一 了 所 成 的 集 5 与 Hom (M,Hom (N, P)) 自然 地 
一 一 对 应 。 另 一 方面 ， 根 据 张 量 积 的 基本 性 质 ，S 又 与 Hom 
(M BN ,了 ) 一 一 对 应 ， 因 此 有 上 典范 同 构 
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Hom (M @N,P) Hom (M, Hom (N, P)). (1) 
命题 2.18&。 设 


M's MM”—>0, (2) 
是 一 个 4- 模 和 4- 同 态 的 正 合 序列 ,而 入 是 任意 4- 模 。 那 么 序列 
MBNS! uy BN RMON—0 (3) 


(这 里 1 是 的 恒 启 鼎 射 ) 也 正 合 ， 

证 明 . 将 序列 (2) 记 作 蕊 ,而 将 序列 (3) 记 作 E@N, 设 PP 是 
任 一 4- 模 . 由 (2) 的 正 合 性 ,根据 (2.9), 推 出 序列 Hom (E,， Hom 
(N, P)) 的 正 合 性 , 根据 (1) 可 知 序 列 Hom (E @N,P) 正 合 。 再 
应 用 (2.9) ,得 到 序列 E @ NN 正 合 . 国 

注 记 . 让 站 设 T(M) 一 M BN 而 U(P) 一 Hom (N, 了 P). 
这 时 (1) 就 有 形状 Hom (T (M ), P) 一 Hom《M, U(P)) 对 一 切 
4- 模 M 和 P。 用 范 晓 论 的 语言 , 这 就 是 说 , 函 子 了 是 已 的 左 伴 随 ， 
而 也 是 工 的 右 伴随 . (2.18) 的 证 明 指 出 , 任 一 函 子 ,如 果 是 一 个 左 
伴随 ,就 右 正 合 ， 同样, 任 一 函 子 ,如 果 是 一 个 右 伴 随 ， 就 左 正 合 . 

i> 在 一 般 情形 ， 从 一 个 4- 模 和 4- 同 态 的 正 合 序列 M 一 
M 一 M” 利 用 与 任 一 4- 模 NN 作 张 量 积 的 方法 得 到 的 序列 
M'ON 一 M @N 一 M"@ NN 可 能 会 失去 正 合 性 . 

例 . 令 4 一 工 并 孝 察 正 合 序列 0 一 Z -和 ZZ, 这 里 1 (x) 一 
2x 对 一 切 x€EZ。 将 它 与 YY 一 /2Z 作 张 量 积 ， 就 得 到 序列 
0 一 Z@NISZQ@N, 它 不 是 正 合 的 ， 这 是 因为 对 于 任 一 
x@yEZ@N 有 

(f 因 17 四 1) 一 27 因 7 一 * 因 27 一 * 因 0 一 0， 
因此 j@ 1 是 零 映 射 , 然 而 ZZ BN 0. 

因此 ,在 4- 模 和 4- 同 态 的 范 贱 上 ,了 沙子 Tw: MH>M @ aN 
一 般 说 来 不 正 合 ， 如 果 Tw 正 合 ， 即 如 果 与 N 作 张 量 积 将 正 合 序 
列 变 到 正 合 序列 ,那么 六 叫做 平坦 《flat) 4- 模 ， 

命题 2.19。 4- 模 六 的 下 列 各 性 质 是 等 价 的 : 

i) N 是 平坦 模 , 
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六 ) 对 任 一 4- 模 的 正 合 序列 0 一 M "一 M 一 M” 一 0, 作 过 
张 量 积 的 序列 0 一 M'@N->M@N 一 M”@N 一 0 也 正 


合 . 


证 ) 如 果 同 态 f: M ~> M 是 单 的 , 那么 1@1: M 四 六 一 
M 四 NN 也 是 单 的 . 

iv) 如 果 同 态 所 M 一 M 是 单 的 ,而 M 和 对 都 是 有 限 生成 
的 ,那么 jf 名 1: M 名 NN 一 M @N 也 是 单 的 . 

和 证明. 让 二 > 记 可 以 通过 将 长 正 合 序列 分 裂 成 短 正 合 序列 的 
方法 来 验证 . 

ii) < 这). 由 (2.18) 推 出 . 

证 ) 一 >iy)， 显 然 . 

y) 一 > 证 )。 设 f: M 一 M 是 单 的 ,并 设 w 一 Dxt @ yi Ker 
(f@1), 那么 在 M@N 中 有 对 1 (xD) @yy 一 0. 用 Ms 记 M' 
中 的 由 x; 这 些 元 素 生 成 的 子 模 ， 而 用 wo 记 作 为 Me @ N 中 元 素 
的 写 x @@yi。 根据 (2.14)， 在 M 中 存在 着 一 个 有 限 生 成 的 子 模 
Mo， 它 包 有 fj(Ms。) 并 且 使 得 己 丰 (xz 记 因 邦 作为 Mo @ NN 的 元 
素 等 于 0， 用 jp: Me 一 Mo 表 f 在 M。 上 的 限制 ， 那么 (fo @ 1) 
(to) 一 0。 因 为 Mo。 和 Me 都 是 有 限 生成 的 , 所 以 各 @ 1 是 单 的 ， 
因此 w 一 0, 这 就 是 说 x 一 0、 国 

、 汶 题 220， 设 f: 4 > 8 是 环 同 态 ,而 M 是 个 平坦 4- 模 ， 
那么 Ms 一 B @ 4M 是 个 平坦 的 B- 模 . (利用 典范 同 构 (2.14)， 
(2.15).) 


代 数 


设 f: 4 一 B 是 环 间 态 .. 如 ec 4。，26 了 ， 按 公式 
ab = f (a) 
来 定义 一 个 乘 积 。 这 个 定义 就 把 环 B 转化 成 一 个 4- 模 ( 纯 量 局 限 
的 特例 )、 这 样 一 来 , 8 同时 有 着 一 个 4- 模 结构 和 一 个 环 结构 ,而 
这 两 个 结构 在 某 种 意义 上 (读者 自己 能 够 叙述 出 来 ) 是 协调 的 。 环 
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8, 附加 上 这 个 4- 模 结构 之 后 , 就 叫做 一 个 4- 代 数 . 这样 一 来 ， 
4- 代 数 依 定义 就 是 带 有 一 个 环 同 态 f: 4 一 B 的 环 8B. 

注 记 . i) 如 果 妈 是 域 太 (而 8 志 0), 那么 根据 (1.2) , / 是 单 
的 ,这 就 是 说 可 以 和 它 在 8B 中 的 象 典 范 地 视 为 同一 。 因 此 K- 代 
数 (K 是 域 ) 实质 上 就 是 包含 玉 作 为 子 环 的 一 个 环 . 

i) 设 4 是 任 一 环 .因为 4 有 单位 元 ,所 以 存在 着 唯一 的 一 个 
从 整数 环 乙 到 4 之 中 的 同 态 > xz . 1， 所 以 每 个 环 都 自动 是 一 
个 Z- 代 数 ， 

设 f: 4 一 B 和 g: 4 一 C 是 两 个 环 同 态 . 一 个 环 同 态 
A: B 一 C， 如 果 同 时 还 是 .全 模 同 态 , 就 叫 作 4 代数 同 态 . 读者 
应 该 验证 一 下 ,% 是 4- 代 数 同 态 , 当 且 仅 当 hof 一 &- 

环 同 态 f: 4 ~> B 叫做 有 限 的 ,同时 B 叫做 有 限 4- 代数, 如果 
B 作 为 4- 模 是 有 限 生成 的 ， 同 态 f 叫做 有 限 型 的 ,同时 下 叫做 有 
限 生成 的 1- 代数, 如 果 B 中 存在 着 有 限 个 这 样 的 元 素 x,，*** yn 
使 得 B 的 每 个 元 素 都 可 以 写成 xm， …， xs。 的 系数 属于 1(4) 的 
多 项 式 ， 等 价 的 条 件 是 ， 存 在 着 从 多 项 式 环 AElt,,-…, ta] 到 B 
上 的 4- 代 数 同 态 . 

环 4 叫做 有 限 生成 的 ,如 果 它 作为 Z- 代 数 是 有 限 生成 的 。 这 
就 是 说 ,在 4 中 存在 着 有 限 个 这 样 的 元 素 x,,*……, x 使 得 4 的 任 
一 元 素 都 可 以 写成 mm,………，x*s。 的 有 理 整 系数 的 多 项 式 . 


代数 的 张 量 积 


设 B 和 cC 是 两 个 4- 代 数 ,f: 4 一 B 和 g: 4 一 C 是 相应 的 
同 态 ， 因 为 了 和 C 是 4- 模 , 可 以 造 它们 的 张 量 积 D= B @ 4C， 
它 仍 是 一 个 4- 模 。 现在 在 D 上 定义 一 个 乘法 . 

考察 映射 BB Xx C x 8 x CC 一 D， 它 由 公式 

CE 
所 定义 ， 它 对 于 每 个 因子 都 是 4- 线 性 的 ,因此 根据 (2.12*) ,诱导 
出 4- 模 同 态 
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BHOCHBOC—D, 
那么 ,根据 (2.14), 又 诱导 出 4- 模 同 态 
DE@D—D, 
而 根据 (2.11) 它 对 应 于 一 个 4- 双 线性 映射 
uk: DXD—D, 
有 具有 性 质 
kLOc bb De) bb’ ee, 
当然 ,我 们 可 以 一 开始 就 用 这 个 公式 来 定义 乘法 ,但 是 为 了 要 验证 
这 样 定 义 的 合理 性 ,上 而 进行 的 那 种 类 型 的 讨论 是 必要 的 . 
这 样 ,我 们 在 张 量 积 一 日 四 xc 上 引进 了 筠 法 . 对 于 形状 
如 5 多 < 的 元 素 , 按 公式 
(bOI Be) bb’ Hee’ 
来 相 乘 , 而 在 一 般 情形 , 按 公 式 
(BEBD EEN Ds ed) 


来 相 习 .读者 应 当 验 证 ，D 带 有 这 个 乘法 就 成 为 一 个 具有 单位 元 
素 1@1 的 交换 环 ， 此 外 ,D 是 个 4- 人 代数: 映射 ?a>j(a)@1 
是 个 环 同 态 4 一 DD. 

实际 上 存在 着 环 同 态 的 交换 图 表 


B 
f x 
7 ~X, 
DA 
Cc 
在 其 中 ,譬如 * 是 由 公式 x (6) 一 5 @ 1 所 定义 . 
习 


1. 证 明 如 果 m,n 互 索 ,; 则 (2Z/mZ) @z(Z/42Z) 一 0. 


*) 原 书 误 作 ah 一 >j (a) 四 g (0). 
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2. 


Ww 


下 


WwW 


De 


0 


9. 


. 设 Mi (i€ 7 了) 是 任意 一 组 4- 模 ; M 是 它们 的 直 和 , 证 明 M 是 平 


设 4 是 一 个 环 ,a 是 4 的 理想 ，M 是 一 个 4~- 模 . 证 明 模 
4/aB4M 与 M/aM 同 构 ， 
[将 正 合 序列 0 一 a 一 4 一 4/a 一 0 与 M 作 张 量 积 .1 


“ 设 4 是 个 局 部 环 ，M 和 六 是 有 限 生成 的 4- 模 . 证 明 ,， 如 果 


MO@ON 一 0, 那么 M 一 0 或 者 N=0. 

[ 设 m 是 极 大 理想 ,* = 二 4/m 是 同 余 类 域 。 设 Mi 一 
XsM 兰 M/mM (根据 习题 2). 
由 Nakayama 引 理 ,Mi 一 0 一 >M 一 0. 但 Mg 一 0 
—>(M BN = 0—=> Mi® NA=0=> M4=0 或 Ni=0， 
因为 Mr。Ni 是 域 上 的 向 量 空 间 .] 


坦 的 擂 > M; 都 是 平坦 的 ， 


. 设 4 [x] 是 环 4 上 的 一 个 未 定 元 的 多 项 式 环 ， 证明 4[x] 是 平 


坦 4- 代 数 。 [利用 习题 4,] 


.对 任意 4- 模 MM, 用 MM[x] 表 x 的 系数 属于 M 的 多 项 式 ， 即 形 


状 如 
mo 十 mx 十 。 十 rr (m: EM ) 
的 表达 式 的 全 体 所 成 的 集合 ， 用 显然 的 方式 来 定义 4 [xy] 的 
元 素 与 M [x] 的 元 素 的 乘积 ， 然 后 证 明 M [x] 成 为 一 个 
A[x] 一 模 . 
证 明 M [x*j 空 4 [lx]®@ uM. 


. 设 p 是 4 中 的 素 理想 。 证明 p [x] 是 4 [x] 中 的 素 理 想 ， 如 


果 m 是 4 中 的 极 大 理想 ，m [x] 是 不 是 4 [xz] 中 的 极 大 理想 > 
i) 如 果 M 和 六 都 是 平坦 4- 模 ， 那 么 M 四 4N 也 是 平坦 的 . 
下) 如 果 B 是 平坦 4- 代 数 ， 而 六 是 平坦 B- 模 ,那么 N 也 是 平 

坦 4- 模 . 
设 0 一 M' 一 M 一 M” 一 0 是 4- 模 的 正 合 序列 ， 如 果 MM 和 
M” 都 是 有 限 生 成 的 ,那么 好 也 是 有 限 生 成 的 ， 


10. 设 4 是 环 ，a 是 包 在 环 4 的 大 很 中 的 一 个 理想 ，M 是 一 个 4- 


模 , 入 是 有 限 生成 的 4- 模 ，w: M > NN 是 一 个 同 态 。 如 果 
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诱导 出 的 同 态 M /aM 一 N/aN 是 满 的 ,那么 «也 是 满 的 . 

. 设 4 是 非 0 环 .证明 : 4A" 衬 A" 二 >m 一 nn, 

[ 设 m 是 4 中 的 一 个 极 大 理想 并 设 p: 4" 一 4" 是 一 个 同 构 ， 
那么 1@p: (4/m) @ 4” 一 (4d/m) 四 4" 是 域 《 一 4/m 上 
的 mr 维和 7 维 向 量 空间 之 间 的 同 构 。 因 此 mm 一 ».] (参看 第 三 
章 ,习题 15.) 

如 果 pg: 4” 一 4* 是 满 同 态 ,那么 m 之 zn， 

如 果 g: A4" 一 4” 是 单 同 态 ，m 和 ”> 是 否 总 成 并 ? 

. 设 M 是 有 限 生成 的 4- 模 而 pg: M 一 4” 是 个 满 同 态 ， 证 明 
ker 《qq) 是 有 限 生成 的 ， : 

[ 设 ce。 是 4 的 一 组 基 , 选 这 样 一 些 元 素 we M 
使 得 9 ui) ~ ci(l i 7), 证 明 M 是 ker (gpg)》 和 ww，- "Us 
生成 的 子 模 的 直 和 。] 

. 设 f: 4 一 B 是 一 个 环 同 态 ;而 NN 是 一 个 B- 模 。 利用 纯 量 局 
限 的 方法 可 将 NN 看 作 4- 模 ,再 造 8- 模 Ns 一 B@ sN。 证明 将 
y EN 映 到 1@y， 的 同 态 g: N 一 Ns 是 单 的 而 g (N) 是 Ns 
的 一 个 直 和 项 . 

[ 按 公 式 p (5 四 y) = by 来 定义 投影 p: Ns 一 入 并 证 
明 Ns = Im(g) @ ker (p).] 


正 向 极 限 


一 个 偏 序 集 了 叫做 正 向 集 《directed set) 如 果 对 于 每 一 对 i 
1€1， 存 在 RET 使 得 i 太 且 jf 硅 . 
设 4 是 环 , 是 正 向 集 ，(M;) ier 是 指标 集 为 1 的 一 族 A- 

模 。 对 了 中 每 一 对 满足 i 7 的 记 j 设 pi: Mi 一 Mi 是 一 
4- 同 态 . 并 假定 下 列 公理 被 满足 : 

(1) pr 是 M; 中 恒 同 映射 ,对 一 切 2< 1。 

(2) pax 一 Wi?Kij， 内 要 i 所 二 二 . 
这 时 就 说 模 M， 和 同 态 pm 形成 一 个 正 向 集 工 上 的 正 向 系统 
(direct system) M = (M,, pa), 
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我 们 将 构造 一 个 4- 模 M 叫做 正 向 系统 MM 的 正 向 极限 
(direct limit)。 设 C 是 My 的 直 和 ， 将 每 个 M; 与 其 在 C 中 的 
典范 象 视 为 等 同 ， DD 是 C 中 由 所 有 形 如 x 一 pi(*i)， 其 中 
f 人 7 而 xi€ M;, 的 元 素 生 成 的 子 模 , 设 M 一 C/D,x:C 一 M 
是 投影 ) gi 是 上 在 M; 上 的 限制 ， 

模 M ,或 更 正确 地 说 是 由 模 M 和 一 个 映射 族 mp: M; 一 MM 
所 构成 的 一 个 对 , 称 为 正 向 系统 M 的 正 向 极限 ,写作 lim Mi. 


由 造 法 显然 有 pi 一 pjopiij， 内 要 i 人 

.在 习题 14 的 情况 下 ,证 明 M 的 每 个 元 素 能 写成 py (xi) 的 形 

式 , 对 某 个 267 及 和 EMi 
再 证 若 plxi) 一 0， 则 存在 了 之 i 使 得 在 M; 中 ， 
ui) 一 0. 

. 证 明正 向 极限 ( 除 差 一 同 构 外 ) 由 下 述 性 质 所 刻 划 : 设 六 是 一 
4- 模 ， 对 每 一 i€1， 设 oa: Mi:—>N 是 4- 模 司 态 ， 满足 
0 二 01920115 只 要 fi < 委 1 则 存在 唯一 一 个 同 态 a: M 一 和 使 
得 ow 一 aopi 对 一 切 i EL. 

17. 设 (Mi) je! 是 一 4- 模 的 子 模 族 , 使 得 对 于 每 一 对 指数 i, j€ 7， 

存在 《XE1 满足 M; 十 MiSE Mk。 定义 1 委 j 如果 M;S Mi 
设 py: Mi 一 Mi 是 Mi 到 Mi 中 的 媒人 映射 ,证 明 
lim Mi = EMi = U Mii. 


特别 , 任 一 个 4- 模 是 它 的 有 限 生成 子 模 的 正 向 极限 . 

18. 设 M 一 《Mj, 1)，N 一 (Ni, zj) 是 同一 正 向 集 上 的 4- 模 
的 正 向 系统 。 设 M，N 是 正 向 极限 而 pj: Mi 一 M, vj: Ni 
-> N 是 相伴 的 同 访 . 

同 态 对: M 一 N 由 一 族 4- 模 同 态 $i 所 定义 , $i: Mi 
一 Ni 使 得 对 ;< 委 ) 有 gj?wii 一 2% 中;， 证 明史 定义 唯一 一 
个 同 态 由 一 im 9,: M 一 N 使 得 bo 一 co 内 对 一 切 了 67. 
19. 一 个 正 向 系统 和 同 态 的 序列 
M->-N->P 


1 


nn 


一 
I 


» 44 % 


20. 


2 


J 


22. 


23， 


称 为 正 合 的 ， 如 果 对 于 每 个 i€ 7 相应 的 模 与 横 同 态 的 序列 是 
正 合 的 . 证 明 这 时 正 向 极限 序列 M 一 N 一 P 是 正 合 的 ,。[ 利 
用 习题 15. ] 


张 量 积 与 正 向 极限 可 交换 


保持 与 习题 14 同样 的 记号 , 设 六 是 任 一 4- 模 , 则 (M;@ N， 
pii@ 1) 是 一 正 向 系统 ， 设 P 一 lim (Mi @ N) 是 它 的 正 


向 极限 .对 每 个 i€ 7 我 们 有 同 态 收 @ 1: MIXN 一 MO@ON， 
因此 由 习题 16 有 同 态 风 : P 一 M 四 和 N。 证 明 区 是 一 则 构 ， 
使 得 
lm (Mi ®@ N) (lim MY N. 

[对 于 每 个 i€E 17, 设 gj: M; Xx N 一 Mi@N 是 典范 双 
线性 映射 。 过 渡 到 取 极 限 我 们 得 到 一 映射: M Xx N 一 P, 证 
明 &8 是 4- 双 线性 的 ,因此 定义 一 个 同 态 8: M @@N 一 P, 证 
明 po 和 6o4 都 是 恒 等 映射 ,] 


' 设 {41} ier 是 由 正 向 集 工 所 标号 的 一 族 环 ， 对 于 工 中 每 一 对 


i 人 jj 设 ai: A; 一 4; 是 满足 习题 14 中 条 件 (1) 与 (2) 的 
同 态 ， 将 每 个 4; 看 作 一 个 Z- 模 ， 我 们 可 以 作出 正 向 极限 
A = lim 4. 证 明和 从 4; 继承 了 一 个 环 结构 ， 使 得 映射 
A; 一 4 是 环 同 态 ， 环 4 是 系统 (4;, oz) 的 正 向 极限 . 
如 果 4 一 0， 证 明 对 某 个 267 4; = 0. 【 记 住 所有 环 
都 有 单位 元 素 ! ] 
设 〈4，wij) 是 环 的 正 向 系统 ,9 是 4; 的 小 根 。 证 明 lim % 
是 lim 4 的 小 根 . 
若 每 个 4; 是 整 环 , 则 lim 4， 是 整 环 . 
设 (Bi) ren 是 一 族 4- 人 代数， 对 4 的 每 个 有 限 子 亿 J , 设 B) 


记 Bi, 4€]( 在 4 上 ) 的 张 量 积 . 设 了 是 4 的 男 一 有 限 子 集 
自卫, 则 有 典范 4- 代 数 同 态 3BJ Bj', 令 BB 表示 当 J 跑 


aa 45 。 


24. 
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过 4 一 切 有 限 子 集 时 环 Bj 的 正 向 极限 ， 环 8 有 自然 4- 代 数 
结构 , 使 得 同 态 8, 一 B 是 4- 代 数 同 态 . 4 代数 B 岂 做 旗 
(B,) AEA 的 张 量 积 . 


平坦 性 和 函 子 Tor 


在 这 些 习 题 中 假定 读者 熟悉 Tor 这 个 沙子 的 定义 和 基 
本 性 质 , 
若 M 是 一 4- 模 ,下 列 陈述 等 价 : 
i) M 是 平坦 的 ; 
站) Tor4f (M,N) 一 0 对 一 切 n 汪 0 及 一 切 4- 模 NN; 
十) Torf (M,N) 一 0 对 一 切 4- 模 N， 
[为 了 证 让 一 > 让 ， 取 NN 的 一 个 自由 完全 表现 并 将 它 与 
M 作 张 量 积 。 因 MM 平坦 ,所 得 序列 是 正 合 的 ,因此 它 的 同调 群 ， 
即 Torx (M,N) 是 零 , 对 一 切 > > 0。 为 了 证 让 ) 一 > iD， 设 
0 一 NM 一 六 一 NM 一 0 是 正 合 序列 ， 则 从 Tor 正 合 序列 推出 
Ton (M， NO) 一 MBQN 一 MOQN 一 MOQN 一 
正 合 . 因此 Ton (M,N”) 一 0 从 而 M 是 平坦 模 .] 
设 0 一 N 一 人 一 M 一 0 正 合 , NM 平坦， 则 N 平坦 <> 和 N 
平坦 . [利用 习题 24 及 Tor 正 合 序列 .] 


. 设 N 是 一 4- 模 ， 则 六 平坦 <>Tor (4/a, N) 一 0 对 4 的 所 


有 有 限 生 成 理想 a. 

[首先 用 (2.19) 证 明 ， 如 果 对 一 切 有 限 生成 4- 横 M， 有 
Tori (CM, 入 ) 一 0, 则 入 是 平坦 的 。 设 M 有 限 生成 , x1, x。 
是 它 的 一 组 生成 元 , Mi; 是 由 x,'…* xi 生成 的 子 模 , 通 过 考虑 
一 系列 商 模 Mi/M;_,， 利 用 习题 25 可 以 推出 ,如 果 对 一 切 循 
环 4- 模 M， 即 一 切 由 单个 元 素 生 成 的 4- 模 M , 也 即 形状 为 
4/a (a 是 某 个 4 的 理想 ) 的 4- 模 M, 有 Ton (M,N) 一 0, 则 
六 是 平坦 的 ， 最 后 ,再 利用 (2.19) 化 为 a 是 有 限 生成 理想 的 情 
形 。] 


.一 个 环 4 是 绝对 平坦 〈absolutely flat) 的 ,如 果 每 个 4- 模 都 是 
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平坦 的 .证 明 下 列 陈 述 等 价 : 

i) 4 是 绝对 平坦 的 ， 

fi) 每 个 主 理 想 是 罕 等 的 . 

这 ) 每 个 有 限 生成 的 理想 是 4 的 直 和 分 量 ， 

[= 僵 动 ， 设 xze4, 则 4/(x) 是 一 平坦 4- 模 . 
因此 在 图 表 
(x) ®A 8 (x) ® A/(*) 
, -一 人 

中 ，& 是 单 的 , 改 Im (8) 一 0， 所 以 (x) = (x”). i) 
= 一 过)。 设 *c4,， 则 有 某 个 as4 使 x 一 ar2， 因 此。 一 ax 
是 容 等 元 且 有 (ce) 一 (x)。 如 果 。, 1 是 宪 等 元 , 则 (〈e。， 了 ) = 
《e 十 f 一 ef)， 因此 ,每 个 有 限 生 成 的 理想 是 主 理想 . 且 由 一 
个 医 等 元 “ 生成 ;因为 4 一 (e) 申 (1 一) 故 (e) 是 4 的 一 
个 直 和 分 量 ， 这 ) -全 .使 用 习题 26 的 判别 准则 ，] 

28., 布尔 环 是 绝对 平坦 的 .第 一 章 习 题 7 中 的 环 是 绝对 平坦 的 . 绝 
对 平坦 环 的 每 个 同 态 象 都 是 绝对 平坦 的 . 若 一 局 部 环 是 绝对 
平坦 的 , 则 它 是 一 个 域 ， 

若 4 是 绝对 平坦 的 ,4 中 每 个 非 可 逆 元 是 零 因 子 。 


人 


第 三 章 ”分 式 环 和 分 式 模 


分 式 环 的 造 法 以 及 与 它 相关 联 的 局 部 化 方法 大 概 是 交换 代数 
中 最 重要 的 技术 性 工具 。 它 们 相当 于 在 代数 几何 图 形 里 把 注意 力 
集中 到 一 个 开 子 集 上 或 一 点 的 近 傍 ; 这 些 概 念 的 重要 性 是 显然 
的 。 这 一 章 给 出 了 分 式 环 的 定义 和 简单 性 质 . 

从 整数 环 世 出 改造 有 理 数 域 Q@( 并 将 Z 嵌 入 Q) 的 方法 毫 无 
困难 地 可 以 推广 到 任意 整 环 4 上 去 从 而 得 到 4 的 分 式 域 ， 这 个 造 
法 在 于 选取 形 如 (a, s) 的 一 切 有 序 对 的 集合 ， 其 中 a,sE4 而 
: x 0 并 在 这 个 集合 中 引进 等 价 关 系 : 

(ay 7) = (6, 1) <> — bs = (0. 
因为 在 验证 这 个 关系 的 传递 性 时 ,要 用 消去 律 ,这 就 是 说 要 利用 4 
中 不 存在 非 6 零 因 子 这 一 事实 ， 所 以 这 个 造 法 仅 当 4 是 整 环 才 行 
得 通 . 然而 这 个 方法 可 以 被 推广 如 下 . 

设 4 是 任意 环 . 4 的 冬 法 封闭 子 集 指 的 是 这 样 的 一 个 子 集 
SC4， 它 包含 1 而且 它 对 于 乘法 是 封闭 的 。 换 句 话 说 ,S$ 是 4 的 
乘法 半 群 的 子 半 群 . 在 4 X $ 上 按 以 下 方式 定义 一 个 等 价 关 系 : 

(a, $s) (Bb, 2) — bu 0 对 其 个 wn€ 5. 
显然 ,这 个 关系 是 自 及 的 ,对 称 的 ,为 了 验证 传递 性 ,假设 (a, s) 二 
《2， 1) 和 (2， ft)=(¢c, u), 那么 在 3S 中 存在 着 元 素 Vs Ww 使 得 
(az 一 如 )v 一 0，(bu 一 ct) w 一 0。 从 这 两 个 方程 中 消去 5， 
得 到 《au 一 cs) tivw 一 0。 因为 8 是 乘法 封闭 的 ,所 以 i1vw & 5， 
因此 (4a, s) 二 (c, #)。.。 这样 我 们 就 有 了 一 个 等 价 关系 .将 (a, s) 
所 属 的 等 价 类 记 作 a/s， 并 没 S 4 是 所 有 等 价 类 所 组 成 的 集 
合 . 在 分数 ”a/s 上 按 初等 代数 的 公式 

(er) + 6/1) = (at + bs)/st 
(a/s)Cb/1) = ab /st 
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定义 加 法 和 乘法 ,就 在 S7L4 上 引进 了 一 个 环 结构 ， 

习题 。 验证 上 述 加 法 和 乘法 的 定义 不 依赖 于 代表 元 (a/s) 和 
(215 的 选取 ,而 且 8s -14 适合 具有 单位 元 的 交换 环 的 公理 。 

我 们 还 有 环 同 态 j: 4 一 5 1:4, 它 由 f(x) = xr/1 所 定义 .一 
般 说 来 , 它 不 是 单 的 . 

注 记 ， 如 果 4 是 整 环 而 8 一 4N0}， 那 么 S714 就 是 4 的 
分 式 域 . 

环 S74 叫做 4 对 于 5 的 分 式 环 ， 它 具有 泛 性 质 : 

命题 3.1。 设 g: 4 一 B 是 个 环 同 态 使 得 对 于 一 切 se 5， 
g《s) 都 是 B 中 可 逆 元 ， 那 么 存在 着 唯一 的 一 个 环 同 态 4: 5-14 一 
B, 使 得 g 一 hof. 

证 明 . 匀 ) 唯一 性 .如 果 如 满足 条 件 ,那么 h(af/1) 一 hf (a) 二 
g 《4) 对 一 切 a€ 4。 因 此 ,如 果 se 5, 则 

AC1/s) = hCG/DD = hI)! = g (), 

由 此 推出 h(afs) 一 h(af1j4(1/5) 一 g(a)g (5s)7!, 所 以 由 8 
唯一 地 确定 . | 

让 ) 存在 性 。 令 h(a/s) 一 g(a)g (s) .只 要 下 的 这 个 定义 
是 合理 的 ,那么 显然 是 环 同 态 ， 假 设 a/s 一 a /s; 那么 存在 着 
一 个 元 素 ze §, 它 具 有 性 质 (as 一 a's) zt 二 0; 因此 

{g(a)g(s)— gla) gg) = 0; 

但 是 g (7) 是 8 中 可 逆 元 ,所 以 g(a) 8g G1 一 g(a)gC) 醒 

环 S74 和 同 态 f: 4 一 39 4 具有 以 下 性 质 : 

1) s ES 一 >f(s) 是 5714 中 可 逆 元 ; 

2) fa) 一 0 一 ar 一 0 对 某 个 ye; 

3) SS-4 中 任 一 元 素 均 有 形状 1 (a)f(s)'!, 其 中 a。€E4 而 
YE 

反 过 来 ,这 三 条 性 质 在 同 构 意义 下 唯一 地 确定 了 环 8S-14。 确 
切 地 说 ,有 

系 理 3.2。 设 g: 4 一 了 是 一 个 环 同 态 ,具有 人 性质 

i) s ES 一 >g(s) 是 忆 中 可 道 元 ; 
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ii) g(a) 一 0 一 > 6s 一 0 对 蘑 个 s€5; 

道 》B 中 任 一 元 素 均 有 形状 (ee (5); 
那么 存在 着 唯一 的 一 个 同 构 4;: 5714 一 B 使 得 g 一 hof. 

证 明 . 根据 (3.1) 我 们 应 该 证 明 由 公式 

h(a/s) — g(a)g Cs)! 

定义 的 同 态 4: 5"14 一 了 3 是 个 同 构 (这 个 定义 用 到 了 让)。 根据 
ii)， 到 是 满 的 。 为 了 证 明 是 单 的 ， 我 们 考察 它 的 核 : 如 果 
h(a/s) 一 0， 那 么 gCa) 一 0， 于 蚌 根据 i， 我 们 有 et 一 0 对 
某 个 1€s, 因此 (a,s) 二 (0,1), 有 即 在 S24 中 ov 一 0。 图 

例 。 1) 设 p 是 4 的 素 理想 . 那么 它 的 补 集 5 一 4\p 是 乘 
法 封闭 的 (事实 上 dp 是 乘法 封闭 的 入 >p 是 素 理想 )。 这 时 将 
5"14 写作 4,。 形 如 a/s 的 元 素 , 这 里 atp, 组 成 4, 中 一 个 理想 
m。 如 果 5/t&m， 那 么 5&p， 因 此 5€5， 于 是 8/1: 是 4, 中 可 
逆 元 。 由 此 推出 , 如 a 是 4, 中 的 理想 而 a 竺 m， 那 么 a 就 含 一 个 
可 道 元 , 因而 是 整个 环 。 因此, m 是 环 4 中 仅 有 的 极 大 理想 ; 换 
名 话说 , 4, 是 局 部 环 . 

从 4 转化 到 4, 的 过 程 叫 做 在 p 的 局 部 化 . 

2) 5-14 是 零 环 >0658， 

3) 设 f€ 4 而 5 一 {fr}),>o， 这 时 将 S14 写作 4j. 

4) 设 a 是 4 中 任 一 理想 ， 并 且 令 5 一 1 十 a 是 一 切 1 二 x，， 
xe a， 所 成 的 集 ， 显 然 $ 是 乘法 封闭 的 . 

5) 例 1) 和 例 3) 的 特殊 情形 : 

i) 4 一 Zp 一 (p)，? 是 素数 ; 4, 一 所 有 m/n 形状 的 有 
理 数 的 集合 ,这 里 2 与 # 互 素 ， 如 果 jeZ，/ 关 0， 那 么 4j 是 所 
有 以 f 的 宕 为 分 母 的 有 理 数 的 集合 ， 

ii) 了 一 不 [5 和]， 这 里 枣 是 域 而 雪 是 无 关 未 定 元 ,p 是 
4 中 素 理想 . 这 时 4， 是 所 有 f/g 形状 的 有 理 函 数 的 集合 ,这 里 
gf 和 ph。 设 了 是 由 理想 p 定义 的 往 , 即 所 有 点 x 一 《za ,xn) € 如 
使 得 f(x) 一 0 对 一 切 fep 的 集合 。 这 时 (只 要 是 无 限 域 ) 4 
可 以 和 如 上 那些 几乎 在 站 的 所 有 点 上 都 有 定义 的 有 理 函 数组 成 
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的 环 相 重合 . 它 电 总 沿 往 了 的 局 部 环 。 它 是 代数 几何 中 出 现 的 
局 部 环 的 原型, 

S™A 的 造 靶 可 以 搬 到 4- 模 上来， 如果 用 1 来 代替 环 4。 
在 M Xx 3 上 如 下 地 定义 关系 三 : 

(oz sy) = (ms) 二 >31E65 使 zs 一 sm) 一 0. 
像 上 面 一 样 , 这 是 个 等 价 关 系 。 设 m/s 是 (m,s) 这 个 对 所 属 的 
等 价 类 ,并 设 SUM 为 这 些 分 式 的 集合 。 在 SM 上 按 显然 的 公 
式 引 进 加 法 和 羔 以 标量 的 乘法 使 它 成 为 514 模 。 像 上 面 例 1 和 
例 3 中 一 样 ， 如 果 8 一 dp (p 为 素 理想 ), 就 将 STM 记 作 M，; 
如 有 果 5 一 { 户 jzo， 样 将 S71M 记 作 Mj. 

设 wn: M 一 是 一 个 4- 模 同 态 .， 它 诱导 出 5S“!4- 模 同 态 
S ia: STM 一 STIN， 这 就 是 说 So 将 m/s 上 映 到 xm) 我 
们 有 SY (vou) = (Sv)o (Sw), 

命题 3.3。 运算 5! 是 正 合 的 ， 即 如 果 序 列 MM MM” 
在 M 正 合 ,那么 序列 STM STM STM 在 STM 正 合 . 

和 证明， 我们 有 gcf 一 0， 因此 So 一 S(0) 一 0， 于 
是 Im (S71) Ker (ST1g)， 为 了 证 有 明 反 包含 关系 , 令 m/s € Ker 
《5 eg)， 那 么 在 ST1M” 中 g(m)/s 一 0, 政 存在 t€ 5 使 得 在 M” 
中 zig《m) 一 90， 因为 8 是 4- 模 同 态 ;所 以 tp 《m) 一 g (tm)， 因 
此 zm € Ker (8g) = 二 Im (1)， 于 是 tm 二 (mr )， 对 某 个 mE MM'， 
那么 在 STiM 中 有 m/s 二 Cm /st = 《571f) (m/si) € Im (S71), 
因此 Ker (S78) ES Iimn(S-7D)。 并 

特别 ,由 (3.3) 推 出 , 若 M' 是 计 的 一 个 子 模 , 映 射 STM 一 STM 
是 单 的 ,因此 ST'M” 可 以 看 作 STM 的 子 模 。 基 于 这 个 约定 ,有 

推论 3.4. 转化 到 分 式 模 的 过 程 与 作 有 限 和 、 有 限 交 的 运算 
以 及 作 同 余 类 模 的 过 程 都 可 交换 . 确切 地 说 ;如果 N，P 是 4- 模 
MM 的 子 模 ,那么 

i) S71(N+P)= 5S!(N)+ S71(P), 

i) S71(N NP)= S11(N) N s+(P), 

过 ) S-L4- 模 S71CM/N) 与 67M /5-1N 同 构 . 


证 明 . i 由 定义 立即 推出 ， 而 让)) 不 难 验证 : 如 果 y/A 一 
sjiyEN scEP s, 1€5), 则 w(ty 一 s2) 一 0 对 基 个 zx6EsS， 
于 是 ww 一 wy 一 wz &€《N 阁 P， 而 这 就 是 说 y/s 二 w/stu€ S57 
《NNP)， 因 此 5S™IN 几 STIP CC S71(N 由 P); 反 包 含 关 系 是 显然 
的 。 将 5 作用 到 正 合 序列 0->N 一 M 一 M/N 一 0 上 就 得 到 
过 )。 入 

命题 3.5。 设 M 是 个 4- 模 .那么 S714- 模 ST'M 与 3S 4 @aM 
同 构 。 确切 地 说 ,存在 着 唯一 同 构 

f: S14 @®M 一 STM， 
使 得 . 
f (Caf/s) Bm) = am/s 对 — 妇 a€ A, mE M,s€ES. (1) 
征明. 按 公式 

(4a/s, m) > am/s 

定义 的 映射 5"14 x M 一 SIM 是 4- 双 线性 的 ， 因 此 根据 张 量 
积 的 兴 性 质 (2.12) , 它 导出 一 个 4- 同 态 

1f: SIA4® MSM, 
而 f 适合 条 件 (1)， 显 然 f 是 满 的 ,而 且 由 (1) 式 唯一 确定 . 

设 之， (4/51) 加 mi 是 S714 名 M 中 任 一 元 如 果 * 一 


I ses, “一 1 s; 那么 


pa ji ® mi= Dat /sm= > Ba tim 一 二 四 之 aititm , 
因此 5714 四 M 中 每 个 元 素 均 有 形状 (1/s) @ mm. 假定 1((1/5) 
四 mm) 一 0， 那 么 mx 一 0， 因 此 tm 一 0 对 某 个 上 3， 因 而 
上 上 @m 一 上 四 mm 一 上 四 和 一 工 四 0 一 0. 
5 st st st 
所 以 了 是 单 的 ;于 是 f 是 同 构 ， 图 
系 理 3.6。 8 :4 是 平坦 4- 模 。 
证 明 . 这 从 (3.3),(3.5) 推 出 。 于 
命题 3.7。 对 任意 4- 模 M 和 N, 存 在 着 唯一 的 5 !4- 模 同 构 
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f: STM 四 :一 SI 一 SCM @4N), 
使 得 
1 (Cm/s) 因 (1/0))) ~— Cm m/s. 
特别 ,如 果 p 是 任 一 素 理想 ,那么 作为 4,- 模 : 
M,® 4, Ns (M Bs NY),. 
征明. 利用 (3.5) 和 第 二 章 的 自然 同 构 ，。 加 


局 部 性 质 


环 4 (或 4- 模 M ) 的 性 质 P 叫做 局 部 性 质 ， 如 果 以 下 断言 成 
立 : 

4( 或 M) 具 有 性 质 P<e 之 对 环 4 的 每 一 素 理 想 p, 4, (或 M6) 
也 具有 性 质 P, 

下 面 的 命题 给 出 了 局 部 性 质 的 例子 . 

命题 3.8。 设 M 是 个 4- 模 ;那么 以 下 诸 断 言 等 价 

i) M 一 0; 

让) 对 环 44 的 一 切 素 理 想 p,，M 一 0; 

说 》 对 环 4 的 一 切 极 大 理想 m,M。 一 0. 

证 明 . 显然 让 一 > 让 二 > 过) 假定 才 ) 成 立 , 但 M 关 0. 设 
z 是 M 中 任 一 非 0 元 ,并 设 a 一 Ann (x); a 是 一 个 (1) 的 理想 ， 
根据 (1.4) 它 就 包含 在 某 个 极 大 理想 m 中 . 涛 察 元 素 x/1e M。. 因 
为 Ms 一 0， 所 以 x/1 一 0， 因此 * 被 4 一 m 中 某 个 元 素 所 零 
化 ， 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 Ann (x) Sm。 用 

命题 3.9。 设 6: M 一 N 是 个 4- 模 问 态 .， 那么 以 下 诸 断 
言 等 价 : 

i) 中 是 单 的 ; 

) 对 每 一 素 理 想 pb，d: M， 一 NN。 是 单 的 ; 

证) 对 每 一 极 大 理想 mm，d:M。 一 Na。 是 单 的 . 

如 果 在 上 述 断 言 中 用 “ 满 ” 来 代替 “ 单 ”, 那 么 它们 仍 是 等 价 的 . 

证 明 , 二 > 说 , 序列 0 一 M 一 NN 正 合 ,因此 0>M，, 一 WN， 
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正 合 ;所 以 $, 是 单 的 。 
让 ) 一 之 证)， 这 是 因为 每 个 极 大 理想 都 是 素 理 想 . 
证 ) 二 > 让 ). 令 M' 一 Ker (98). 那么 序列 0~>M' 一 M 一 N 
正 合 ,因此 根据 (3.3) 序 列 0 一 Ms 一 Ma 一 As。 也 正 合 . 因 g。 是 
单 的 ， 所 以 Ma 洋 Ker ($n) 玫 0。 那么 由 (3.3) 推出 M 一 0， 
国 此 中 是 单 的 ， 
为 了 证 明 命题 另 一 部 分 ,只 要 将 所 有 箭头 倒 过 来 即 可 . 面 
模 的 平坦 性 也 是 个 局 部 性 质 : 
命题 3.10。 对 任意 4~ 模 M , 以 下 诸 命题 等 价 : 
i) M 是 平坦 4- 模 ; 
计 ) 对 每 一 素 理想 p，M, 是 平坦 4:;- 模 ; 
让) 对 每 一 极 大 理想 m，M。 是 平坦 4。- 模 。 
征明 划一 >i) 由 (3.5) 和 (2.20) 推 出 ， 
i) 一 之 让) 显然 是 对 的 . 
证 ) 关 > 让。 如 果 N 一 了 是 4- 模 同 态 ; m 是 4 中 任 一 极 大 理 
想 . 那么 
N 一 P 是 单 映 射 = 之 NN 一 Ps 是 单 映射 根据 (3.9》 
二 之 Ns Q@ AnMa 阅 Ps QI vinM。 是 单 映 射 根据 (2.197 
= 之 (NQ@ :Ma 一 (PP 加 xM )。 是 单 鼎 射 ”根据 (3.7) 
一 >N@M 一 P@ xM 是 单 映 射 根据 (3.9)。 
因此 ,根据 (2.19),M 是 平坦 模 。 量 


理想 在 分 式 环 中 的 扩张 和 局 限 


设 4 是 个 环 ，S 是 4 中 的 一 个 乘法 封闭 子 集 , f: 4 一 S-14 
是 按 公式 f(a) 一 a/1 定义 的 自然 同 态 ， 用 C 表 4 中 局 限 理想 的 
集合 , 用 瑟 表 8S 4 中 扩 理 想 的 集合 (参看 (1.17))。 对 于 任 一 理 
想 aC4， 它 在 574 中 的 扩 理 想 e 是 STia (因为 每 个 元 素 y Ea 
都 有 形状 24;/s;， 这 里 wea，2 € $; 再 将 这 个 和 通 一 下 分 》. 

命题 3.11。 i) S714 中 每 个 理想 都 是 扩 理 想 . 
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i)》 如 果 a 是 4 中 理想 ,那么 a 一 LU (a:s). 因此 一 (1) 
FEsS 


<> 交 a 几 5 非 空 . 

二) ak 5C < 失 >8 中 没有 一 个 元 素 是 4/a 中 的 零 因子 . 

iv) SA 中 的 素 理 想 在 对 应 (p< 一 ”5 p) 之 下 与 4 中 那些 与 
S 不 相交 的 素 理想 一 一 对应 , 

v) 运算 5 与 作 有 限 和 、 积 、 交 以 及 求 根 的 运算 可 交换 . 

和 证明， 让 设 b 是 574 中 的 一 个 理想 , 而 x/s Eb。 那么 
x/1€b， 因 此 x€Eb， 于 是 x/s Eb*。 因为 6 己 4 总 成 立 (天 
《1.17)), 由 此 推出 9 一 5. 

六 ) x ea 一 (Sa)<>x/1 一 a/s 对 某 个 a€n, s ES<> 

一- 一 一 -一 
(xz 一 az 一 0 对 某 个 :ES<>xst Ean<>x€【) (a:s). 
sEs 

十) ak C <> 0 CC ae>(r En 对 茶 个 sE5 二 >x€0)<>5 
中 没有 元 素 是 4/n 中 的 零 因子 . 

iv) 如 果 4 是 5S"14 中 的 素 理想 ,那么 站 是 4 中 的 素 理 想 ( 这 
对 任意 环 同 态 都 成 立 )。 反 过 来 ;如果 p 是 4 中 素 理想 , 那么 4 
是 整 环 ，。 将 S 在 4/p 中 的 像 记 作 5, 我 们 得 到 S-1471S- 中 兰 9 
《4/p). 后 面 这 个 环 或 者 是 零 环 ， 或 者 包含 在 环 4/p 的 分 式 域 
中 ,因而 是 整 环 ， 因 此 ,理想 5-ip 或 者 是 素 的 , 或 者 与 理想 (1) 相 
重合 . 由 划 推出 ,后 一 可 能 性 出 现 , 当 且 仅 当 p 与 5 的 交 非 空 . 

Y) 关于 和 与 积 的 断言 从 (1.18) 推 出 ; 关于 交 的 断言 从 (3.4) 
推出 。 至 于 求 很 ,从 (1.18) 推出 S71r (a) S > (Sa)。 反 包 含 关 
系 的 证 明 是 按 步 就 班 的 验证 ,我们 把 它 留 给 读者 . 。” 国 

注 记 ， 1) 设 a 和 4b 是 4 中 理想 。 如 果 昌 是 有 限 生成 的 , 那 


么 公式 


S-i(a: b)—= (Sia: S-'b) 
成 立 ; 参看 (3.15)。 
2) 在 (1.8) 中 证 明了 ,每 个 非 窜 0 元 f& 4 都 必 不 包含 在 某 个 
过 理想 之 中 ， 采 用 分 式 环 的 语言 ,这 个 证 明 可 以 做 得 更 为 简洁 . 因 
»。 5。 


为 集合 3 一 (大 ) ,>o 不 包含 0 ,所 以 环 3 4 一 4j 不 是 零 环 。 根 
据 (1.3)、 它 有 一 个 极 大 理想 ， 而 这 个 极 大 理想 在 4 中 的 局 限 理 想 
是 素 理 想 p, 根据 (3.11), pb 不 与 $ 相交 ,因此 f&p. 
系 理 3.12. 如 果 先 是 4 的 小 根 。 那么 57C 是 S 4 的 小 
根 ，， 面 | 
系 理 3.13。 如 条 ?是 环 4 的 一 个 素 理 想 ， 那 么 局 部 环 4, 中 
的 素 理想 与 4 中 包含 在 p 中 的 素 理想 一 一 对 应 ， 
证 明 . 在 (3.11)，iv) 中 ,; 令 5 一 A\p. 国 
注 记 . 从 4 到 4 的 过 程 消灭 * 了 除开 包含 在 ?中 的 那些 素 
理想 之 外 的 一 切 素 理想 。 另 一 方面 , 从 4 转移 4/p 的 过 程 消灭 ” 
了 除开 包含 p 的 那些 素 理想 之 外 的 一 切 素 理想 . 现在 设 p 过 9 
是 一 对 素 理 想 。 那 么 对 p 局 部 化 再 对 9 取 同 余 类 环 ( 按 任 一 次 序 : 
根据 (3.4), 这 两 个 运算 是 可 交换 的 ), 我 们 能 够 把 注意 力 只 集中 到 
P 和 9 之 间 的 素 理想 上 来 . 特别 ， 如 果 p 一 9， 我 们 就 得 到 一 个 
域 , 它 叫 作 在 理想 ? 处 的 同 余 类 域 ， 它 可 以 作为 整 环 4/p 的 分 式 
域 或 作为 局 部 环 4, 的 剩余 类 域 而 得 到 . 
命题 3.14。 设 M 是 个 有 限 生成 的 4- 模 ，5 是 4 中 的 乘法 封 
闭 子 集 ， 那 么 SC(Ann (M)) 一 Ann(S-IM ). 
证 明 . 如果 这 个 命题 对 两 个 4- 模 M 和 N 成 立 ， 那 么 它 对 
M 十 N 也 成 立 : 
ST1(Ann(M 十 N)) = 一 SCAnn(M)InNAnn(N)) 根据 (2.2) 
一 S71(Ann(MD)) 站 ST(Ann《N)) 根据 (3.4) 
— Ann (SM) MN Ann (SIN) 根据 假设 
— Ann(S-IM+STIN)=Ann (S-(M +N)). 
因此 只 要 对 于 由 一 个 元 素 生 成 的 模 轩 来 证 明 (3.14) 就 够 了 . 这 
时 M 人 兰 A/a《 作 为 4- 模 )， 这 里 a 一 Ann《M)。， 根据 (3.4)， 
S71M 衬 S71(CA)/S™1(a)， 因 此 Ann (S71M) 一 Sa 一 SC(Ann 
(M)). 图 
系 理 3.15。 设 N 和 PP 是 4- 模 M 的 子 模 ， 并 设 忆 是 有 限 生成 
的 ， 那 么 SN: P) 一 (人 TV: SP)。 
。 $6» 


证 明 . 根据 (2.2)，N: P 二 Ann ((N 十 P)/N); 再 应 用 


(3.14)， 加 


命题 3.16。， 设 4 一 了 3 是 环 同 态 :p 是 4 的 一 个 素 理想 。 那 


入 是 正中 一 个 素 理想 的 局 限 理想 当 且 仅 当 pr* 一 p. 


证 明 .” ”如果 p 二 9， 那么 根据 《1.17)，p”* 一 p， 反 过 来 , 设 


pP 一 pp， 并 设 5 是 A4\p 在 B 中 的 像 。 那么 pr 与 $ 不 相交 ,因此 根 
据 (3.11),; rr 在 S718 中 的 扩 理 想 是 个 真理 想 。 因此 它 包含 在 环 
$571B 的 某 个 极 大 理想 m 之 中 .将 mm 在 互 中 的 局 限 理 想 记 作 9q, 那 


ht 


[ee 


Wy 


人 


hn 


个 


人 么 9 是 个 素 理想 ， 4 二 Pp, 9 5 = Q. 因此 qf 一 p， 醒 


习 题 


. 设 5 是 环 4 的 乘法 封闭 子 集 ，M 是 有 限 生成 4- 模 .证 明 ， 


S71M 一 0 当 且 仅 当 存在 s€5 使 得 sM 一 0. 


, 设 a 是 环 4 中 的 理想 ,5 二 1 十 a。 证 明 Sa 含 于 $714 的 


大 根 中 ， 

利用 这 个 结果 和 Nakayama 引 理 给 出 (2.5) 的 一 个 不 依 
束 于 行列 式 的 证 明 . [如 果 M 一 aM， 那么 STM 二 《S71a) 
(STIM )， 依 Nakayama 引 理 ， 可 得 STM 一 0. 再 利用 习题 
1.] 


. 设 4 是 环 ，5 和 YY 是 4 的 两 个 乘法 封闭 子 集 ， 又 设 U 是 工 在 


S714 中 的 像 证明 环 (ST)7'4 与 0 3S 4) 同 构 。 


. 设 1f: 4 一 B 是 环 同 态 ，5 是 4 的 一 个 乘法 封闭 子 集 。 设 


TT 一 1(S). 求证 ，5-1B 与 TB 作为 S 4- 模 同 构 . 


. 设 4 是 环 . 又 设 对 每 个 素 理 想 p, 局 部 环 4, 没 有 非 零 窜 零 元 : 


证 明 4 也 没有 非 零 军 零 元 ， 如 果 每 个 4, 是 整 环 , 间 4 是 否 一 
定 是 整 环 ? 


. 设 4 是 非 零 环 ， 卫 是 4 的 一 切 不 含 0 的 乘 共 封 闭 子 集 5 的 集 


合 . 证 明 , 了 中 有 极 大 元 ; 而 Se 了 3 是 极 大 的 当 且 仅 当 4\5 是 
4 的 极 小 素 理 想 . 
和 57 中 


7. 环 4 的 乘法 封闭 子 集 $ 称 作 人 饱和 的 《saturated)， 如 果 
ry ES<>rES 和 yE€S. 
证 明 

i) 5S 是 饱和 的 <> 4NS 是 素 理想 的 并 

ii) 如 果 5S 是 4 的 任 一 乘法 封闭 子 集 ， 那 么 存在 唯一 的 含有 
5 的 最 小 的 饱和 的 乘法 封闭 子 集 5, 且 5 是 与 5 不 相交 
的 素 理 想 的 并 在 4 中 的 补 集 。 (5 叫 作 S 的 饱和 化 
(saturation). ) 
如 果 5 一 1 十 a,， 这 里 a 是 4 的 理想 , 求 5， 

8. 设 5, 工 是 4 的 乘法 封闭 子 集 ,使 得 SS T. 设 $$: SA 一 了 T™4 
是 同 态 ， 它 将 a/s E5714 上 映 到 s/s € T7144.。 说 明 下 述 论断 等 
价 : 

i) 风 是 一 一 的 . 

i) 对 每 个 46T 了 ，4/1 是 5 4 中 的 可 逆 元 . 
二) 对 每 个 zE T， 存 在 *E 4， 使 得 xze 8， 
iv) 工 含 于 的 饱和 化 (习题 7) 中 ， 

v) 与 了 相交 的 每 个 素 理想 也 与 8 相交 

9. 4 中 一 切 非 零 因 子 的 集合 5 是 4 中 饱和 的 乘法 封闭 于 集 。 因 
此 4 中 零 因子 的 集合 D 是 素 理 想 的 并 (元 第 一 章 ,习题 14)， 证 
明 4 的 每 个 极 小 素 理想 都 含 于 DD 中 . [用 习题 6.] 

浅 S714 叫 作 4 的 全 分 式 环 《total ring of fractions)。 证 
明 
i)》5o 是 4 中 使 得 同 态 4 一 5714 是 单 的 最 大 的 乘法 封闭 子 
集 . 
ii) S514 中 每 个 元 或 是 零 因子 或 是 可 逆 元 . 
证 ) 车 一 环 中 每 个 非 可 逆 元 是 霍 因子 ， 则 该 环 与 其 金 分 式 环 
相等 ( 即 4 一 57! 4 是 一 一 的 》. 

10. 设 4 是 环 . 

i) 如 果 4 绝 对 平坦 (第 二 章 , 习 题 27)，43 是 4 中 任 一 乘法 
封闭 子 集 , 那 么 3 4 仍 绝对 平坦 ， 
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11. 


14. 


i 动 4 绝对 平坦 和 > 对 4 的 每 个 极 大 理想 m， 4 是 域 . 
设 4 是 环 , 求 证 下 述 命题 等 价 ; 

i) 4/ 抑 绝对 平坦 (% 是 也 的 小 根 )。 

i) 4 中 每 个 素 理想 极 大 . 

省 》Spec (4) 是 T-~ 空 间 ( 即 由 一 个 点 构成 的 子 集 是 闭 集 ). 

iv) Spec(4) 是 Haussdorff 空间 . 

如 果 这 些 条 件 被 满足 ， 证 明 Spec(4) 紧 且 完全 不 连通 

〈 即 Spec 《4》 中 仅 有 的 连通 子 集 是 那些 由 一 个 单个 点 组 成 的 
子 集 )， 


. 设 4 是 整 环 ，M 是 /1- 模 . M 中 元 素 * 称 作 M 中 的 扭 元 ,如 果 


Ann (x) 六 0， 即 如 果 z 被 4 中 某 个 非 零 元 零 化 。 证明 MM 中 的 
捏 元 组 成 对 的 一 个 子 横 .。 这 个 子 模 称 作 M 的 扭 子 模 ， 表 作 
了 (MI)。 如 果 TC(M) 一 0， 模 M 称 作 无 扭 的 。 证明 
i) 如 果 M 是 任 一 4- 模 , 则 M/T (CM ) 是 无 扭 的 . 
ii) 如 果 f: M 一 入 是 模 同 态 , 那 么 f(T (MMDSET(CN)， 
二》 如 果 0 一 M 一 M -一 M” 是正 合 序列 ， 那么 序列 0 一 
T(M') 一 了 T(M) 一 TC(M”) 也 是 正 合 序列 . 
fi) 如 果 邓 是 任意 4- 模 ， 那 么 TCMJD) 是 M 到 天 四 7M 中 
的 映射 + 一 > 1 四 * 的 核 , 这 里 K 是 4 的 分 式 域 . 
[对 iy)、 证 明太 可 看 作 它 的 子 模 A4$(# EK) 的 正 向 极 
限 ; 利用 第 一 章 ， 习 题 15 和 20, 说 明 如 果 在 K@M 之 中 
1 人 @x 一 0, 那么 对 其 个 专 关 0, 在 45 因 M 之 中 1@zr 一 0 
推出 sx 一 0.] 


. 设 5 是 整 环 4 的 乘法 封闭 子 集 . 用 习题 12 的 记号 , 证 明 


T (STM) = 二 ST(TM)， 推 出 下 列 命题 等 价 ; 
i) M 是 无 捏 的 . 
i) 对 一 切 素 理想 p，M, 是 无 扭 的 . 
说 ) 对 所 有 极 大 理想 上， Mu。 是 无 捍 的 . 
M 是 4- 模 , a 是 4 的 理想 。 设 对 一 切 极 大 理想 m 二 a， 有 
Ma 一 0。 证 明 M 一 aM。 [过 渡 到 4/a- 模 MM/oM， 并 利 


. $9 。 


用 (3.8).] 
15. 设 4 是 环 ;, 了 是 4- 模 4*， 证 明 的 每 个 由 zz 个 元 素 构 成 的 生 
成 元 集合 是 的 基 . [ 令 -xs 是 一 个 生成 元 集 , ec1，-……， 
cs 是 的 典范 基 ， 由 (ej) 一 x 定义 $8: FF 一 F， 那么 中 是 
满 的 ,我 们 须 证 上 是 同 构 , 由 (3.9) 我 们 可 设 4 是 局 部 环 ， 设 N 
是 中 的 核 , 令 :4/m 是 4 的 问 余 类 域 ， 由 于 F 是 平坦 4- 模 ， 
正 合 序列 0 一 入 一 -> 下 一 0 产生 正 合 序列 0-K 四 有 一 
i1@F 一 Sh@OF->0， KA@PF= 放 是 上 + 维 向 量 空间 ; 
1@ 4 是 满 的 , 因而 是 一 一 的 ， 因 此 《四 N 一 0. 又 由 第 二 章 
习题 12, 六 是 有 限 生 成 的 ,因此 根据 Nakayama 引 理 ,得 NM 一 0， 
因此 中 是 同 构 .] 
推出 的 每 个 生成 元 素 集 至 少 含有 # 个 元 素 . 
16. 设 B 是 平坦 4- 代 数 , 则 下 述 条 件 等 价 : 
i) 对 4 的 一 切 理想 a, a 一 a. 
ii) Spec 《8B) 一 Spec ( A》 是 满 映射 . 
说 ) 对 4 的 每 个 极 大 理想 m, 有 me 六 {1). 
iv》 如 果 对 是 任意 非 堆 4- 横 ,那么 Ms 六 0. 
v) 对 每 个 4- 模 M ,MU 到 Ms 中 的 映射 xF> 1@+ 是 单 的 . 
[对 i) 一 > 让 ), 利 用 (3.16)。 站) 一 这 十) 显然 . 十) 一 >iv); 
设 = 是 对 的 一 个 非 零 元 ， 令 M' 一 4+。 由 于 8 在 4 上 平坦 ， 
只 需 证 明 Ms 兰 0 对 某 个 理想 a 《1), 我 们 有 MM’ 兰 4/a， 
因此 Ms 兰 B/ac.。 对 某 个 极 大 理想 m， 有 aaSsm， 因此 
Cm 因此 Hs 去 0. iv) 一 >v): 令 M' 是 M 一 Ms 
的 核 。 由 于 8B 在 4 上 平坦 , 序列 0 一 Ms 一 Ms 一 (Ms)s 正 
合 。 但 (在 第 二 章 习 题 13 中 , 取 NN 一 Ms) 映射 Ms 一 (Ms)s 
是 单 的 ， 因 此 Ms 一 0， 因此 M' 一 0, 7) 二 >: 取 M 一 
A/a.] 
这 时 B 称 作 在 4 上 忠实 平坦 . 
17. 设 4B 与 C 是 环 同 态 。 如 果 gof 平坦 ,市 8 忠实 平坦 , 则 
f 平坦 ， 
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没 f: 4 一 了 是 环 的 平坦 同 态 , 设 9 是 了 的 素 理 想 , 令 pb 一 中。 
那 末 廊 : Spec (Bo) 一 Spec (A,) 是 满 映射 [由 (3.10) Bs 在 
4 上 平坦 ,，B。 是 B, 的 局 部 环 , 因 此 在 B, 上 平坦 。 因此 Bu。 在 
4, 上 平坦 且 满 足 习 题 16 的 条 件 (3).] 


19. 设 4 是 环 ,M 是 4- 模 . 用 Supp (M) 表 4 中 使 得 Mg 关 0 的 


20. 


下 述 结果 : 


素 理 想 p 的 集合 , 称 Supp CM ) 为 M 的 支 集 (support)。 证 明 


i) M Xx 0<=> Supp (M) & QB. 
i Vla) = Supp (A/a). 
和 如 0 一 M' 一 M->M"- 一 0 是 正 合 序列 ,那么 Supp 
(M) = Supp (M’) U Supp (M”). 
iv) 如 M = XM;， 那 么 Sup 了 本” U Supp (M;)， 
v) 车 M 有 限 生 成 ， 那 么 Supp (M) 一 VC(Ann《M))〔 因 此 
是 Spec (4) 的 闭 子 集 ). 
vi) 若 M 、N 有 限 生 成 , 那么 Supp (M @ N) 一 Supp(CMD) In 
Supp CN)J。 [利用 第 二 章 , 习题 3.1 
vii) 车 夺 有 限 生 成 ,a 是 4 的 理想 ， 那 么 Supp 《M /aM ) 一 
V(a + Ann (M)). 
vv 过) 若 f: 4 一 B 是 环 同 术 ，M 是 有 限 生 成 4- 模 ， 那 么 
Supp (B ®@ 4M) 一 产 - (Supp (M)). 
设 f: 4 一 8 是 环 同 态 上 关 : Spec(B) 一 Spec(4) 是 与 1 相 
伴 的 映射 . 证 明 
i) 了 的 每 个 素 理想 都 是 局 限 理想 二 > 广 是 满 映射 
i) 如 的 每 个 素 理想 都 是 扩 理 想 > f* 是 单 映射 . 


i) 的 逆 是 否 成 立 ?Y 
21. 


i) 设 4 是 环 , S 是 4 的 乘法 封闭 子 集 ，$: 4 一 5 4 是 典 
范 同 态 。， 证 明 $8*: Spec ($14)~> Spec (4) 是 Spec 
《S-4) 到 它 在 X 一 Spec(4) 中 的 像 上 的 同 且 。 这 个 
象 用 ST'X 表示 . 

特别 ,如 果 fe 4，, Spec《47) 在 X 中 的 象 是 主 开 集 总 
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《第 一 章 ,习题 17). 
ii) 设 f: 4 一 也 是 环 同 态 。 设 X= Spec (4), YY 一 Spec 

(3)， 并 设 闫 : 了 一 X 是 与 相伴 的 映射 。 将 Spec 

《3S 4) 与 它 在 X 中 的 典范 象 S71X 等 同 ， 将 Spec (5 1B) 

(一 Spec (f (5)718)) 与 它 在 Y 中 的 典范 象 S71Y 等 同 ， 

证 明 S 产 : Spec (SB) 一 Spec(S 4) 是 疾 在 ST'Y 上 

的 限制 , 且 STY = 请 -CSTIX)。 

说 ) 设 a 是 4 的 理想 ，b6 一 af 是 它 在 B 中 的 扩张 ， 令 开 

A/a 一 B/b 是 由 1 诱导 的 同 态 . 车 Spec《(A/19q) 与 它 

在 X 中 的 典范 象 了 (ao) 等 间 ，Spec(B/p) 与 它 在 了 

中 的 象 V(6》 等 同 , 证 明 产 是 产 在 了 (8) 上 的 限 
制 ], - 

iv) 设 p 是 4 的 素 理 想 . 在 说 中 取 $= 一 4 一 p,， 再 如 记 ) 
那样 mod pp 约 化 ， 推 出 Y 的 子 空间 产 -1(p) 自然 同 
胚 于 Spec (Bs/pB,) 二 Spec (RCP) 加 4B)， 这 里 车 ) 
是 局 部 环 4, 的 辣 余 类 域 . 

Spec 《KCP) 四 4B) 称 作 扬 在 p 上 的 纤维 (fiber)， 
22. 设 4 是 环 ,p 是 4 的 素 理 想 .。 那么 Spec (A，) 在 Spec (A4) 中 
的 典范 象 等 于 p 在 Spbec(:) 中 一 切 开 邻 域 的 交 ， 
23. 设 4 是 环 , X 一 Spec(d) 了 是 居中 的 主 开 集 ( 即 对 某 个 1e 4， 
U 二 Xj: 见 第 一 章 , 习 题 17). 

i) 如 果 也 一 X/;， 证 明 环 4 (VU) 一 4 只 依 束 于 忆 , 而 不 
依赖 于 了. 

让 ) 设 UV" 一 Xe 是 使 ?EUV 的 另 一 主 开 集 。 证明 对 某 个 
整数 wm 二 0 和 某 个 xse 4， 有 方程 g? 一 地, 利用 这 定 
义 一 个 同 态 p: 4(0) 一 A400)( 即 Aj 一 46), 它 将 
a/f” 映 到 aw”"/g”。 证 明 。 只 依赖 和 四 。 这 个 同 态 
称 作 限 制 同 态 . 

过) 若 U 一 UV'， 那 么 P 是 恒 等 映 射 . 

iy) 若 忆 三 矿 了 人 0” 是 X 中 主 开 集 ,证 明 图 表 
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2 


25. 


26. 


A(U)— 4(U") 


、/ 


ACU') 
交换 〈 其 中 箭头 是 限制 同 态 ). 
Y) 设 x( 一 pP) 是 和 中 一 点 ,证明 
lim A(U) 一 4,. 
EEF 
对 X 中 的 每 个 主 开 集 吕 , 指 定 的 一 个 环 4CU) 和 适合 上 
面条 件 证 ) 和 iv) 的 限制 同 态 p， 构 成 了 开 集 茜 (Xjy)ren 上 的 
环 的 予 层 (presheaft). YY) 指出 这 个 予 层 的 营 《stalk) 的 相应 的 
局 部 环 4，. 


.证 明 习 题 23 中 的 予 层 有 下 列 性 质 ， 设 (Ui)ie: 是 由 主 开 集 构 


成 的 的 一 个 覆盖 ， 对 每 一 个 i€E I, 设 有 s;€ 4(《U;) 使 得 
对 每 对 足 码 i, j, s; 和 s; 在 4 (Ui 人 nVUi) 中 的 象 是 相等 的 . 那 
么 存在 唯一 的 s€ 4(《 一 4《X))， 它 在 4 (Ui) 中 的 象 是 5 
对 一 切 i€ 1. (这 实质 上 蕴含 着 予 层 是 一 个 层 (sheaf).) 
设 f: 4 一 B，g: 4 一 C 是 环 同 态 , 设 h: 4 一 B@4C 由 
h(x) 一 f(x) @ g(x) 定义 ， 令 X,Y,2Z, 了 分 别 是 4, 8B， 
C, B @ xC 的 素 谱 。 那么 入 (7T) 一 启 (Y) 由 g*(2Z). 

[ 令 pEX。 令 万 一 《Cp) 是 在 ?处 的 同 余 类 域 。 由 习 
题 21, 纤维 Ar (p) 是 (B@ AC)@AR 守 (B® /4k 
(C 四 4 的 谱 。 因 此 peE2(T)<> (B®@ iO@r(C @AR) 
xw0<>BOAx=0HEC@AE0<TpEF(Y)N 
g*(Z).] 
令 《Bs。, gcp) 是 一 个 环 的 正 向 系统 。 B 是 正 向 极限 。 对 每 个 
oa 设 f。: 4 > Bs 是 环 同 态 ,使 得 只 要 a 志 B, 就 有 gunofs。 一 ge 
(由 B。 组 成 一 个 4- 代 数 的 正 向 系统 》 大 诱导 出 1f: 4 司 B， 
证 明 

f* (Spec (B)) = Nf (Spec( Bs)), 
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[ 设 pESpecK47)， 那 么 1 (Cp) 是 
BO a Cp) 学 lm (B。 @ aR Cp)) 


的 谱 《 由 于 张 量 积 与 正 向 极限 交换: 见 第 二 章 ， 习 题 20). 
由 第 二 章 习 题 21， 得 到 六 (Gp) 一 和 区 当 且 仅 当 对 某 个 a， 
5.QJLkCp) 一 0， 也 就 是 当 且 仅 当 fp) 一 $$.] 

27. i) 设 记 :4 一 Bo 是 任意 一 个 4- 代 数 的 有 限 族 , 设 1j:4 一 B 
是 它们 在 4 上 的 张 量 积 ( 见 第 二 章 , 习题 23)， 那 么 


1* (Spec (B)) = fN\f* (Spec (Bs)). 


[利用 习题 23，26.] 
ii) 设 fo: A — BP。 是 任意 一 个 4 -代数 的 有 了 跟 族 ， 令 B 一 
TTB。 由 x) 一 (fsx)) 定义 天 4 一 B。 那么 六 


(Spec(B)) 一 (J jf* (Spec (B,)). 


ii) 设 f: 4 一 B 是 环 同 配 ， 那 么 和 一 Spec(4) 中 形 如 
f* (Spec《B)) 的 子 集 满足 拓扑 空间 中 汗 集 的 公理 。 相 应 
的 拓扑 是 X 之 上 的 可 构造 拓扑 它 比 Zariski 拓扑 细 《 即 
更 多 的 开 集 ,或 等 价 地 说 ,有 更 多 的 闭 集 ). 
iv) 设 Xc 表示 被 赋予 了 可 构造 拓扑 的 集合 XX。 证 明 Xc 是 
拟 紧 的 . 
28.( 习 题 27 的 继续 .) 
i) 对 每 个 gE4， 焦 合 Xe (第 一 章 , 习题 17) 在 可 构造 拓扑 
中 既 开 且 闭 . 
i) 用 C 表示 X 上 具 如 下 性 质 的 最 小 拓扑 ， 即 使 得 集合 Xe 
莱 开 且 阔 , 用 Xc 表示 被 赋予 这 个 拓扑 的 集合 XxX， 证 朋 
Xe 是 Hausdorff 空间 ， 
ii) 推出 恒 等 映 射 Xc 一 Xe 是 同 且 .因此 对 某 个 f: 4 一 B， 
X 的 子 集 E 具 有 f* (Spec《B)) 形状 当 且 仅 当 它 在 拓扑 
C' 中 阅 . 


看 和 


ir) 括 扑 空间 Xc 是 紧 Hausdorff 空间 且 完 全 不 连通 . 

29. 设 f: 4 一 B 是 环 同 态 ,， 证明 产 ，Spec( 了 有 3) 一 Spec(4) 对 于 
可 构造 拓扑 来 说 是 连续 团 上 映射“ 即将 闭 集 映 到 闭 集 的 连续 贞 
射 ). 

30. 证 明 在 Spec (4) 上 的 Zariski 拓扑 与 可 构造 拓扑 相同 当 且 仅 
当 4/ 负 是 绝对 平坦 的 (这 里 多 是 4 的 小 根 )。、[ 利 用 习题 11.] 
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第 四 章 准 素 分 解 


把 一 个 理想 分 银 为 准 素 理想 是 理想 论 的 传统 的 柱石 。 它 为 把 
代数 簇 分 解 成 它 的 不 可 约 分 支 提供 了 代数 基础 一 一 但 是 应 公平 地 
指出 , 代数 的 描述 比 朴素 的 几何 学 所 提示 的 复杂 得 多 . 从 另 一 种 
观点 看 , 准 素 分 解 是 把 整数 分 解 为 素数 寡 乘 积 的 一 个 推广 .在 近代 
的 处 理 中 ， 强 调 局 部 化 ， 准 素 分 解 不 再 是 理想 论 的 中 心 工 具 。 但 
是 ;就 它 本 身 而 言 仍然 是 有 趣 的 。 在 这 章 ,我 们 建立 经 典 的 唯一 性 
定理 . 

交换 环 的 典型 例子 是 Z 和 域 上 的 多 项 式 环 [x14,… ,xo]， 
这 两 个 环 都 是 唯一 因子 分 解 整 环 .但 这 对 任意 交换 环 并 不 成 立 , 即 
使 它们 是 整 环 (经 典 的 例子 是 环 Z [V 一 5], 在 这 个 环 里 , 元 素 6 有 
两 个 本 质 上 不 同 的 分 解 ，2.3 和 (1 十 WwW 二 5) (1 一 V 一 5)). 但 是 ， 
在 很 广泛 的 一 类 环 中 (Noether 环 )》 有 理想 (不 景 元 素 ) 的 “唯一 因 
子 分 解 ”的 广义 形式 . 

环 4 中 的 素 理想 ,在 其 种 意义 之 下 ,是 素数 的 推广 ,相应 的 素 
数 备 的 推广 是 准 泰 理想 . 环 4 中 的 理想 9 是 准 素 的 ,如 果 9 和 < 4 且 

ry 《9 一 之 或 者 x E9 或 者 y" Eq9 对 某 个 > 0. 换 句 话 说 ， 

9 是 准 素 的 所 > 4/q 关 0 且 4/9 中 的 每 个 零 因子 都 是 寡 0 的 . 

显然 ,每 个 家 理想 都 是 准 案 的 。 准 泰 理想 的 局 限 也 准 素 ,因为 
如 果 jf: 4 一 B 而 q 是 B 中 的 准 素 理想 ， 那么 4/q 是 同 构 于 
B19 的 子 环 ， 

命题 4.1。 令 4 是 环 4 中 的 准 素 理想 ， 那么 +(9) 是 包 有 9 的 
最 小 素 理想 ， 

证 明 ”起 据 (1.8), 只 要 指出 p 一 > (9) 是 素 理想 就 足够 了 , 令 
xyEr(qg)， 那 么 (xy)meq 对 某 个 > 0, 因此 ,或 者 ze9 或 
者 y”"eq 对 某 个 "> 0; 即 , 或 者 xer(q) 或 者 yer(q)， 图 
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如 果 一 >(q)， 那 么 9 叫 作 p- 准 赛 . 

例 . 1 在 世 中 的 准 素 理 想 是 (0) 和 《p"), 其 中 是 素数 . 因 
为 它们 是 Z 中 仅 有 的 具有 素 根 的 理想 , 易 检验 它们 是 准 素 的 . 

2) 令 4 一 Klx,y], q—= (x, 六 )， 那 么 4/9 兰 [y]/Cy’), 
在 4/q 中 , 零 因子 都 是 > 的 倍 元 , 因此 是 震 0 的. 于 是 4 是 准 素 
的 , 它 的 根 p 是 (x, y). 我 们 有 六 和 9Cp( 严 格 包含 )， 所 以 准 
素 理想 不 一 定 是 素 还 想 的 算 ， ”一 

3) 反之 , 素 理想 的 短 六 不 一 定 是 准 素 , 虽然 它 的 根 是 素 理想 
PpP。 例 如 , 令 4 二 证 [x，y, 2]/(xy 一 2)，x， 了 3 分别 表示 x*，y， 
z 在 4 中 的 象 . 那么 p 一 (x, x#) 是 素 的 (由 于 4/p 尘 [y]， 是 
整 环 ); 我 们 有 2z7 一 好 6 各， 但 是 3 和 7 六 rr (好 ) 一 p。 因此 
中 不 是 准 素 的 ， 然 而 ,有 下 面 的 结果 : 

命题 4.2. 如 果 ra) 古 极 大 的 ， 那么 a 是 准 素 的 ， 特 别 , 极 
大 理想 m 的 宪 是 m- 准 素 的 .YUws )2rm 

证 明 令 人 一 二 mm 在 4/a 中 的 象 是 4/a 的 小 根 ， 根 
据 (1.8)，4/a 只 有 一 个 素 理 想 ， 因此 4/a 的 每 个 元 素 或 者 是 可 
道 元 或 者 是 宕 0 元 ,所 以 4/a 中 的 每 个 零 因子 是 需 0 的。 国 

我 们 将 研究 把 一 个 理想 表示 为 准 素 理想 的 交 . 首先 ， 有 两 个 
引 理 : 

引 理 4.3。 如 果 9 (1 志 i 筷 w#) 都 是 p- 准 素 的 ， 那么 4 一 


门 4 是 p- 准 素 的 . 


证 明 -DN ) ~ Nr) nr. 令 ry Eq yq, 


那么 对 某 个 1， 我 们 有 xy€ qi， yq，。 由 于 9 是 准 素 的 ， 于 是 
xzEh。 时 
引 理 4.4。 令 9 是 上 准 素 理 想 ,* 是 4 的 元 素 ， 那 么 
i 如 果 xEq 则 (9q:x) = (1); 
ii) 和 如果 x&q 则 (9:x》 是 pp 准 素 的 ,因此 7 (9:x) 一 p; 
证 ) 如 果 x&p 则 (q: x*) 一 9， 
® fh7 。 


证 明 i 和 过) 由 定义 立即 可 得 . 
二 ): 如 果 y€E (49:x)， 那 么 xy Eq9， 因 此 ( 当 x 站 9) 我 们 有 
y EP，。 所 以 9 所 (9q:x) Spb; 取 根 , 得 到 rr(9:x) 一 Pp。 令 yz€ 
(q:xz)，7y 交 Hi 那么 xyz Eq， 因此 rz Eq9， 于 是 z € (9q:z)， 国 
在 4 中 的 理想 a 的 准 素 分 解 指 的 是 将 a 表 成 有 限 个 准 素 理 想 
交 的 表达 式 , 就 是 说 
一 全 qi (1) 


(一 般 , 这 样 一 个 准 素 分 解 不 一 定 存在 ;在 这 一 章 里 ,我 们 将 把 我 们 
的 注意 限制 到 县 有 准 素 分 解 的 理想 上 .) 而且 ,如 果 (i) +r (9;) 都 
不 相同 , (ii) 我 们 有 9 顽 人 qj《1 si sz， 那么 准 素 分 解 (1) 就 


叫 作 极 小 的 (或 不 可 缩短 的 ,或 约 简 的 ,或 正规 的 ,…)， 由 (4.3) 我 
们 可 以 达到 Ci), 然后 我 们 可 以 去 掉 任何 多 余 的 项 达到 (ii); 因 此 ， 
任何 准 素 分 解 都 可 以 约 简 成 极 小 的 . 我 们 说 a 是 可 分 解 的 ， 如 果 
它 有 一 个 准 素 分 解 . 

定理 4.5。〈 第 一 唯一 性 定理 )。 令 " 是 一 个 可 分 解 的 理想 ， 
0 


么 记 恰 是 在 理想 集合 rCa:x) (ze4) 中 出 现 的 素 理想 ， 因 此 与 
人 次 分 外 无 关 ， 

证 明 。 对 于 任何 x€ 4， 我们 有 (a:x) 一 《naqi:x) 一 
(qi:x)， 因 此 由 (4.4) r (a:x) 一 六 r (MX) 一 站 p;。 假设 

一 1 Xi 
r (qa:x) 是 素 的 ,那么 由 (1.11), 有 某 个 7 使 + (a:x) 二 py。 因此 
形 如 + (a:x) 的 每 个 素 理 和 想 部 是 m 中 的 -- 个 。 反之 ， 对 每 个 i， 
存在 xi 到 ze 门 9;， 因 为 分 解 是 极 小 的 。 我们 得 到 rz (a:xi) 
ji 

一 hi 国 

注 记 。 1)》 上 面 的 证 有 明 与 (4.4) 的 最 后 一 部 分 一 起 ,指明 对 每 
个 i 在 4 中 存在 xi, 使 得 (a:xi) 是 PP 一 准 素 。 

2) 将 4/a 看 作 4- 模 , (4.5) 等 价 于 说 5 怡 是 作为 4/a 的 元 


68 。 


未 的 零 化 子 的 根 而 出 现 的 素 理 想 . 

例 。 在 4 一 R[xs yj] 中 ， 令 a 一 (x’， xy), 那么 a == pi 门 形 ， 
其 中 py 一 (x), ps 一 《x,y).， 由 (4.2)， 理 想 凡 是 准 素 的 . 这 时 
Pp 和 p 的 根 分 别 是 素 理 想 p 和 p,。 在 这 个 例 中 ，PCp， 我 们 有 
r (0) 一 pp; 一 py， 但 是 a 不 是 准 素 理想 ， 

在 (4.5) 中 的 素 理想 nm 说 是 属于 a, 或 者 与 a 相伴 . 理想 a 是 
准 素 的 当 且 仅 当 它 只 有 一 个 相伴 的 素 理想 .集合 {p，…，h。} 的 
极 小 元 素 叫 作 属 于 a 的 极 小 的 或 弧 立 的 素 理 想 。 其 余 的 叫 作 儿 人 
素 理想 .在 上 面 的 例 中 , py; 一 (x, y) 是 谋 人 素 理想 . 

命题 4.6。 令 4 是 一 个 可 分 解 理 想 。 那么 任何 素 理想 pa 都 
包含 一 个 属于 a 的 极 小 素 理想 。 因此 “的 极 小 素 理想 恰 是 包含 a 
的 所 有 素 理 想 集 合 中 的 极 小 元 ， 

证 明 . 如 果 pp 二 a 一 门 9， 那么 p 一 + 3) 宇 门 7(09) = 


i=1 


站 pw。 因此 由 《1L11), 我 们 有 p 己 p;， 对 某 个 i. 于 是 包含 有 a 
的 一 个 极 小 素 理 想 ， 加 

注 记 . 1) 孤立 和 嵌入 的 名 字 来 源 于 几何 .如 果 4 一 k[x1,………， 
zs,]， 其 中 是 域 ,那么 理想 a 给 出 一 个 簇 X 如 ( 见 第 一 章 习 
题 27)， 极 小 素 理 想 pi; 对 应 X 的 不 可 约 分 支 ， 购 人 素 理想 对 应 它 
们 的 子 徐 ， 即 ， 嵌 入 不 可 约 分 支 的 息 、 因 此 在 (4.6) 前 面 的 例 
中 ,由 a 所 定义 的 簇 是 直线 x 一 0, 而 媒人 理想 Ps 一 (x，y) 对 应 
原点 (0,0). 

2) 所 有 准 素 分 支 与 分 解 无 关 的 说 法 并 不 成 立 。 例如 ， 
(xz xzy) 一 (x) 站 (x， yy 一 (x) 由 (x?，y) 是 两 个 不 同 的 极 小 准 素 
分 解 。， 但 是 ,存在 某 些 唯一 性 的 性 质 ， 见 C4.10). 


命题 47。 令 o 是 可 分 解 理想 ,a 一 门 9 是 一 个 极 小 准 素 分 
解 ， r (qi) = ps, 那么 


Un = {xE€EA:(a:x) x a}, 


d=i 
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特别 ,如 果 零 理想 是 可 分 解 的 , 4 的 零 因 子 的 集合 DD 是 属于 0 的 素 

证 明 ， 如果 a 是 可 分 解 的 ;那么 0 在 4/a 中 是 可 分 解 的 : 即 
0 一 门 9， 其 中 币 是 9 在 4/a 中 的 象 , 是 准 素 的 . 因此 只 要 证 明 
《4.7) 的 最 后 一 个 断言 就 够 了 . 由 (1.15), 我 们 有 一 一 【J r-(0:x); 


xz 天 0 


由 (4.5) 的 证 明 , 我 们 有 > (0:x) 二 门户 Em 对 某 个 六 因此 
六 入 时 


DS Upi。 仍 由 (4.5)， 每 个 py 具有 形式 r(0:z) 对 某 个 *e 4， 


于 是 Up 爷 D., 加 
因此 ( 当 零 理想 是 可 分 解 时 》 
D 一 零 因 子 的 集合 
一 属于 0 的 所 有 素 理想 的 并 ; 
用 一 寡 0 元 的 集合 
一 属于 0 的 所 有 极 小 素 理想 的 交 . 
下 边 我 们 研究 准 素 理 想 在 局 部 化 下 所 发 生 的 变化 . 
命题 48。 令 是 4 的 乘法 封闭 子 集 ，9 是 一 个 p- 准 素 理 


让 如 果 SNv 名， 那么 S719 一 S714， 
说 ) 如 果 SNp 一 名， 那么 S 4 是 5-yp- 准 素 , 它 在 4 中 的 局 
限 是 q， 

因此 ,在 S714 中 的 理想 与 4 中 的 局 限 理想 之 间 的 对 应 (3.11) 
中 , 准 素 理 想 对 应 准 素 理想 . 

证 明 , i) 如 果 sESNp， 那 么 rE SNgq 对 某 个 wn 汪 0; 
此 S719 包含 "/1, 它 在 S714 中 是 可 道 元 . 

i) 如 果 Snp 一 区 ， 那 么 ggE3 和 as&q 推出 a E94， 因此 由 
(3.11), 9“ 一 9， 再 由 (3.11) ;我们 有 7(q) 一 58s-9) 一 Sr(Cq) 
一 9 中， 可 直接 检验 9 9 是 准 素 的 ， 最 后 ， 准 素 理想 的 局 限 是 
谁 素 的 。 图 

对 于 和 任何 理想 a 和 4 中 的 乘法 封闭 子 集 5，、 理 想 Sa 在 4 中 
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的 局 限 用 SC(a) 表示 . 
命题 49。 令 S 是 4 的 乘法 封闭 子 集 , a 是 可 分 解 的 理想 ， 


a 一 门 q; 是 4 的 一 个 极 小 准 素 分 解 。 令 Pp; 一 (9;)， 假 设 给 9 


i=1 
如 此 编号 ,使 得 Ss 与 Pmt+i9**" 3 Pr 相交 而 不 与 Pi "> Pm 相 交 。 那 
么 


Sia 一 Ps di» S (Ca) 一 fw， 
而 且 它们 是 极 小 准 素 分 解 . 
证 明 . 由 (3.11》5-!ia 一 Ns qi， 再 由 (4.8) 又 一 NA 3S-19i， 


S-19qi 是 Sip; _ 准 素 ， 对 i 一 1，… “sm., 由 于 是 不 同 的 ，5- 中 ， 
(1 过 i 亏 m) 不 同 , 因 此 我 们 有 极 小 准 素 分 解 。 两 边 取 局 限 ,再 用 
(4.8), 我 们 得 到 


SCa) 一 (So 一 N (Sg) = NN 小 。 国 


属于 a 的 素 理 想 集合 于 员 作 孤立 的 ， 如 果 它 满足 下 面 的 条 
件 : 如 果 p 是 属于 a 的 素 理想 且 P Sb 对 某 个 PE 3 那么 PEZ. 
令 卫 是 属于 a 的 孤立 的 素 理想 集合 ,而 8 一 4 一 Up 那 


么 5 是 乘法 封闭 的 ,而 且 对 属于 a 的 任何 素 理想 p, 我 们 有 
p EE—>pNMNMS= YG,; 
P&E—>pP Jr 由 .11)) =>r NSx 9. 
nz 


因此 ,由 (4.9), 我 们 导出 
定理 4.10。 (第 二 唯一 性 定理 ) 令 a 是 一 个 可 分 解 的 理想 ， 


a 二 门 q; 是 a 的 极 小 准 素 分 解 , 令 {5,，"……, pin】 是 4 的 素 理想 


的 孤立 集合 ， 那 么 qi, 门 … 几 q。 与 分 解 无 关 . 
特别 : 

系 理 4.11。 孤立 准 素 分 支 《 即 , 与 极 小 素 理 想 p; 相对 应 的 准 
素 分 支 9) 由 a 唯一 决定 ， 

(4.10) 的 证 明 . 我 们 有 9 n…- noqs 一 S(ao)， 其 中 3 一 


ee Fi» 


A 


一 PiU… Upim， 因 此 只 依赖 于 a (因为 p; 只 依赖 于 9a). 加 


注 记 . 另 一 方面 , 嵌 人 准 素 分 支 一 般 不 由 8 唯一 决定 。 如 果 


4 是 Noether 环 , 对 每 个 谋 人 分 支 实 际 上 存在 无 穷 多 种 选择 ( 见 第 
八 章 ,习题 1). 


1. 
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习 题 


如 果 理 想 a 有 准 素 分 解 ， 那 么 Spec (4/a) 只 有 有 限 多 个 不 可 
约 分 支 ， 


.如果 a 一 ”ka)， 那 么 a 没 有 戏 和 人 素 理想 . 
:如 果 4 妇 绝对 平坦 , 则 每 个 准 素 理 想 极 大 . 
.在 多 项 式 环 世 [1] 之 中 , 理想 m 一 (2，z) 是 极 大 的 ， 理 想 


9 一 《4， £) 是 m- 准 素 的 ,但 它 不 是 In 的 寡 . 


. 设 KK 是 域 ，x， ,2 是 无 关 未 定 元 ， 在 多 项 式 环 K [x, y, z] 中 


设 入 一 《〈*， 7》)， 和 一 (zz)， 玫 一 《rz pi 与 bp; 是 素 
理想 ，m 是 极 大 理想 . 设 a 一 pnp， 证 明 一 ma 站 pnmm?: 是 
a 的 约 简 的 准 素 分 解 . 该 分 解 中 哪些 分 支 是 孤立 的 ， 哪 些 分 
支 是 谋 入 的 ? 


. 设 是 无 限 的 紧 Hausdorff 空间 ，C (X) 是 Xx 上 的 实 值 连续 


肖 数 环 〔 第 一 章 , 习题 26), 该 环 中 的 零 理想 是 不 可 分 解 的 吗 ? 


. 设 4 是 环 ，4 [x] 表示 4 上 一 个 未 定 元 的 多 项 式 环 . 对 4 的 


每 个 理想 n， 设 alx*] 表示 4 [x] 中 系数 在 a 中 的 一 切 多 项 
式 的 集合 . 
i) alx] 是 a 到 4 [x] 中 的 扩张 . 
ii) 如 果 p 是 4 的 素 理想 ,那么 p [x] 是 4 [x1 的 素 理 想 . 
证) 如 果 q 是 4 的 六 准 素 理 想 ， 那么 9[x1 是 4[x] 中 的 
P [x]~ 准 素 理 想 . [利用 第 一 章 , 习题 2.] 


iy) 如 果 a 一 门 q; 是 4 中 的 一 个 极 小 准 素 分 解 ,那么 a[lx] 一 
im1l 


» ID 。 


门 9i [x] 是 4 [x] 中 的 一 个 极 小 准 素 分 解 . 


t=1 
y) 如 果 p 是 a 的 一 个 极 小 素 理 想 ,那么 p [x] 是 a [x] 的 一 
个 极 小 素 理想 . 

8. 设 有 是 域 。 证 明 在 多 项 式 环 A[x… zsl 中 ， 理 想 
Pp 二 (zi, x ) (1 忒 i 亏 #) 都 是 素 理 想 ,它们 所 有 的 短 都 是 
准 素 理想 . [利用 习题 7.] 

9. 在 环 4 中 ， 用 D(A4) 表示 满足 下 列 条 件 的 素 理想 p 榴 集 
合 : 存在 a。€ 4， 使 得 p 是 包含 (0:a) 的 素 理想 集合 中 的 极 
小 元 。 证明 xk 4 是 零 因 子 所 > reh 对 某 个 pE D (4). 

令 S 是 4 的 乘法 对 闭 子 集 , 将 Spec (8S-14 ) 与 它 在 Spec(4) 
中 的 象 等 同 ( 见 第 三 章 , 习题 21)。 证明 
D (S-4) 一 DI4)mnSpec(Ss 4)。 
如 果 零 理想 有 准 素 分 解 ,证 明 D(4) 是 零 的 相伴 素 理 想 
的 集合 
10. 对 环 4 中 的 任 一 素 理想 p， 用 5, (0) 表示 同 态 4 一 4， 的 
核 。 证 明 : 
i) S (0) ESPp. 
iy r(KsSs,(0)) 一 p< 拓 >h 是 4 的 极 小 素 理想 . 
证 ) 如 果 p 己 PP， 那么 5,《0) 三 Sp (0). 
iv) 门 ”5,(0) 一 0, 这 里 D《4) 由 习题 9 定义 。 


ED(d) 
11. 如 果 pb 是 环 4 的 极 小 素 理 想 , 证 明 5, (0) (习题 10) 是 最 小 
的 p- 准 素 理 想 . 
令 a 是 理想 5, (0) 的 交 ， 这 里 p 跑 遍 4 的 极 小 素 理想 。 
证 明 a 包含 在 4 的 小 根 之 中 . 
假设 堆 理 想 不 可 分 解 ， 证 明 a 一 0 当 且 仅 当 零 的 每 个 素 
理想 是 孤立 的 . 
12. 设 4 是 环 ，S 是 4 的 乘法 封闭 子 集 ， 对 任 一 理想 a, 用 S (0) 
表示 5-!a 在 4 中 的 限制 。 理 想 S (a) 称 作 a 关 于 5 的 饱和 化 . 


® TI3 。 
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证 明 : 
i) S(a)mnS(b) 一 3 (aN) 
i) §(r (a)) = 7 (5 (a)); 
证) S (aq) 二 (1) <>a 与 5 有 交 ; 
iv) S CS: (a)) = (55,) (9). 
如 果 a 有 准 素 分 解 ,证 明理 想 SCa) 的 集合 (这 里 3 跑 遍 
4 的 一 切 乘法 封闭 子 集 ) 是 有 限 的 . 


. 设 4 是 环 ,p 是 4 的 一 个 素 理 想 。 p 的 第 > 个 符号 苦 定 义 作 理 


想 ( 按 习题 12 的 记号 ) 
pn) 一 S (pr)， 
这 里 5, 一 4 一 p。 证 明 
i) po) 是 p- 准 素 理 想 ; 
ii) 如 果 pi 有 准 素 分 解 , 那 么 p'" 是 它 的 扩 准 素 分 支 
让) 如 果 pt 有 准 素 分 解 ,那么 pe"+") 是 它 的 呈 准 素 分 
支 ; 
iv) pm 一 bp < 六 是 p- 准 素 的 . 


. 令 4a 是 环 4 中 的 一 个 可 分 解 理想 , 设 p 是 理想 《a;x) 的 集合 中 


的 一 个 极 大 元 ,这 里 x € 4 而 x*&a. 证 明 P 是 属于 a4 的 素 理想 . 


. 设 a 是 环 4 中 的 一 个 可 分 解 理想 , 设 纪 是 属于 a 的 素 理 想 的 一 


个 孤立 集 ， 设 qz 是 相应 的 准 素 分 支 的 交 .。 设 f 是 4 中 的 一 
个 元 素 ， 使 对 每 个 属于 的 素 理想 p, 有 fep <> bp 区 2， 又 
设 5§; 是 f 的 一 切 寡 的 集合 .证 明 对 一 切 大 的 2， 有 9zs 一 
Sr Ca) = Ca:f’). 


. 设 4 是 环 ， 其 中 每 个 理想 有 准 素 分 解 ， 证 明 每 个 分 式 环 S 4 


也 具有 同样 的 性 质 . 


. 设 4 是 有 下 述 性 质 的 环 . 


(ZL,) 对 于 4 中 每 个 理想 a 站 (1) 和 每 个 素 理想 pb, 存在 
rp 使 5, (a) 一 (a:x)， 这 里 9 一 AYp， 


*) 原 书 误 为 $‘". 一 一 译 者 注 


so 74.% 


一 
oo 


那么 4 中 每 个 理想 是 (可 能 无 限 多 个 ) 准 素 理想 的 交 ， 

[ 令 a 是 4 中 (1) 的 一 个 理想 , 令 疡 是 包含 合 的 素 理 想 
集合 中 的 极 小 元 .那么 4 一 ga) 是 pr 准 素 理想 (由 习题 11)， 
且 对 其 个 z 关 mm， 有 4 一 (a:xz). 证 明 a 一 9n(Ca 十 (xz))， 

现在 设 a 是 满足 盖 a， ns 一 a 的 理想 集合 中 的 极 大 
元 ， 选 取 qa, 使 xca， 因 此 mm 突 P，。 对 再 重复 前 述 的 过 
程 , 等 等 。 在 第 有 步 , 我 们 有 a 一 94 间 …: 们 qs 门 0,, 这 里 4; 是 
准 素 理想 ，a, 是 含有 a -一 as 站 q， 使 ae 一 中 站 … 人 qn 作 b 
且 o 和 Pp 的 理想 8 之 中 的 极 大 理想 。 如 果 在 某 一 步 ， 有 
oa 一 《1)， 过 程 停止 ， 于 是 a 是 有 限 个 准 素 理想 的 交 。 否则 ， 
利用 超 限 归纳 法 ， 可 继续 作 下 去 ， 并 注意 每 个 . a, 严格 包含 
on- ] 


. 考虑 下 述 关 于 环 4 的 条 件 : 


(L,) 给 了 一 个 理想 和 4 的 乘法 封 闲 子 集 的 降 链 3 了 
3 …' 定 9.…… ,存在 一 个 整数 = 使 SCo) 一 S,n(a) 一 *…， 
证 明 下 述 条 件 等 价 : 
i 4 中 每 个 理想 有 准 素 分 解 ; 
i) 4 适合 《Li) 与 《5L2), 
[对 让 二 >), 利用 习题 12 和 15. 对 记 ) 二 >i)， 用 习题 
17 证 明 中 的 记号 ,证 明 如 果 5, 一 So 站 So 那么 So 与 0， 
相交 ， 因 此 $, (0s) 一 《1),， 因此 $5, 《9) 一 qn 站.… 站 49s。 再 
利用 《〈Z2) 证 明 这 个 构造 在 有 限 步 后 一 定 终止 .] 


. 设 4 是 环 ,， pb 是 4 的 素 理 想 。 证 明 每 个 p- 准 素 理 想 含 有 


S(0)， 即 典范 同 态 4 一 4, 的 核 ， 

设 4 满 足下 述 条 件 : ”对 每 个 素 理 想 p, 4 的 一 切 p- 准 素 
理想 的 交 等 于 5, (0). (Noether 环 满 足 这 个 条 件 : 见 第 十 
章 .) 令 ph,"…, Pp。 是 不 同 的 素 理 想 ,其 中 没有 一 个 是 4 的 极 
小 素 理 想 . ”那么 存在 4 中 一 个 理想 a，。 它 的 相伴 案 理 想 是 
pis** ”> Po 。 

[对 # 归纳 证 明 . 当 ”一 1 是 显然 的 ( 取 aa 一 mm)。 假 设 
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# 之 1， 设 ps, 是 集合 {Pp，*……:，Pp,} 中 极 大 元 。 由 归纳 假设 ， 
存在 一 个 理想 b 和 它 的 一 个 极 小 准 素 分 解 5 = q 门 … 门 
qs- 这 里 每 个 9; 是 p.- 准 素 的 ， 如 果 SS(0)， 设 p 是 
4 的 包含 于 ps 之 中 的 一 个 极 小 素 理 想 . 那么 SC(0)S 5,(0)， 
因此 5Sss(0)。 取 根 ， 利 用 习题 10, 我 们 有 nN …… 中 
po 守 P， 因 此 有 基 个 p; 守 p， 由 于 P 是 极 小 的 , 因此 P 一 pp. 
这 与 没有 一 个 py 是 极 小 理想 矛盾 。 因此 b 实 5,, (0)， 且 在 
在 一 个 p,- 准 过 理想 qu, 使 pp 拟 qu。 证 明 a 一 qm 站 … 败 9， 
具有 所 要 求 的 性 质 。 


模 的 准 素 分 解 


实际 上 , 本 童 全 部 内 容 都 可 以 报到 环 4 的 模 上 面 去 ， 下 
面 这 些 习 题 指 出 如 何 去 做 这 件 事 . 


. 设 M 是 一 个 固定 的 4- 模 ，N 是 MM 的 子 模 . NN 在 MM 中 的 根 定义 


为 

ru (N) 二 {xE A:xr?M EM 对 某 个 9 盖 0)}， 
证 明 rw(N) 一 *(N:MH) 一 (Ann(CM/AN)). 特别 , rx (N) 
是 一 个 理想 . 

氢 述 并 证 明 对 rw 的 类 似 于 (1.13) 的 公式 . 


21. 元 素 x 《4 定义 一 个 站 的 同 态 8:， 有 即 m 王 > xm。 元 素 x 称 


22. 


作对 中 的 零 因 子 ( 相 应 地 , 材 零 元 )， 如 果 由 不 是 单 映射 《 相 
应 地 , 是 寡 零 映射 )。 称 邓 的 子 模 如 是 准 素 的 , 如 果 9 关 M， 
且 MV98 中 的 每 个 零 因子 是 寡 零 的 ， 

证 明 如 果 8 在 MM 中 准 素 , 那 么 (0:M ) 是 准 素 理想 ,因此 
ru(2) 是 个 素 理想 b。 我 们 阅 2( 在 M 中) 是 p- 准 素 的 . 

证 明 与 (4.3)、(4.4) 类 似 的 结果 . 
M 的 子 模 NN 的 一 个 在 M 中 的 淮 索 分 解 是 将 入 表 为 M 的 准 素 子 


N=- 2000n9。 
如 果 理 想 pj 一 ru 《0;) 全 都 不 同 ， 又 没有 一 个 分 支 90; 可 从 
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交 中 去 掉 ， 即 9 大 门 oK1 和 iez)， 则 称 上 述 分 解 为 极 小 
i 


准 这 分 解 . 
证 明 与 (4.5) 类 似 的 结果 ， 即 素 理想 p; 仅 依赖 于 和 N (和 
M )。 这 些 素 理想 称 为 在 M 中 属于 NN 的 素 理想 ,证明 它 们 也 是 
在 M/N 中 属于 0 的 素 理 想 . 
23, 叙述 并 证 明 与 (4.6) 一 (4.117) 类 似 的 全 部 结果 .、 (不 失 一 般 性 ， 
可 取 N= 0.) 


ee。 


第 五 章 。 整 相关 性 和 峰值 


在 经 典 的 代数 几何 中 ， 常 常 通过 把 曲线 投影 到 直线 上 和 把 它 
们 看 作 直 线 的 -一 个 (分 赎 ) 覆 盖 的 方法 来 研究 电线 ， 这 与 数 域 和 有 
理 域 之 间 的 关系 ， 更 确切 地 说 它们 的 整数 环 之 间 的 关系 是 非常 类 
似 的 它们 的 共同 的 代数 特点 是 整 相关 的 概念 。 在 这 一 章 , 我 们 
证 明 几 个 关于 整 相关 的 结果 . 特别 是 , 我 们 证 明 关 于 素 理 想 在 整 
扩张 中 的 Cohen-Seidenberg 的 定理 “上 升 ?〈“sgoing-up”) 和 “下 
隆 ”( ”going-down”) 定理 )。 在 最 后 的 习题 中 ,我们 讨论 代数 几何 
的 情况 ,特别 要 讨论 正规 化 引 理 . 

我 们 还 简单 地 讨论 一 下 赋值 . 


整 相 关 性 


令 B 是 环 , 4 是 8 的 子 环 (因此 1€ 4). 8 的 元 素 *x 叫 作 在 4 
上 整 , 如 果 * 是 系数 在 4 中 , 且 首 项 系数 是 1 的 多 项 式 的 根 , 即 ,如 
果 x 满足 方程 

rx” 二 axr” ”1+ .+ 4a, 二 0, (C1) 
其 中 a; 是 4 的 元 素 ， 显 然 , 4 的 每 个 元 素 在 4 上 整 
例 5.0。 4 一 Z，B 一 Q. 如 果 一 个 有 理 数 x 一 +/s， 其 中 
r* 没有 公 因 于 ,在 Z 上 是 整 的 ,由 (1) 我 们 有 
rr 十 arr 5 十 十 as 一 0， 
其 中 ai 是 有 理 整 数 。 因此 * 是 r" 的 因子 ， 于 是 * 一 土 1， 得 到 
EZ, 
命题 5.1。 下 面 的 断言 是 等 价 的 : 
i) x€EB 在 4 上 整 ; 
ii) 4[x] 是 有 限 生成 4~ 模 ; 
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生 ) 4 [x] 包含 在 互 的 子 环 C 中 ,而 C 是 有 限 生成 4- 模 ; 

iv) 存在 一 个 忠实 4 [x]- 模 M， 它 作为 4- 模 是 有 限 生 成 
的 ， 

证 明 。 过 一 > 1， 由 (17) 我 们 有 

Xx"tr = 一 —(ax™irl 十 se 十 anx’ ) 

对 所 有 ?+ 宇 0; 因 此 ,由 归纳 法 ,* 的 所 有 正 罕 次 都 属于 由 1,x,*…*， 
x“1 生成 的 4- 模 之 中 ， 因 此 4 [x] 《作为 4- 模 ) 是 由 1,x,*…， 
xz 生成 的 . 

ii) = 之 这)， 取 C 一 4Lfz]. 

i) 一 iv)， 取 M 一 C, 它 是 忠实 4 [x]- 模 (因为 yC 一 0 
一 >》. 1 一 0). 

iv) 一 > ii。 可 由 (2.4) 得 到 : 取 中 是 将 MM 的 元 素 乘 以 * 的 喘 
射 ,a 一 4 (我们 有 xM ES M， 因 为 M 是 4 [rx]- 模 ); 由 于 M 是 
忠实 的 ,我 们 有 x” 十 ax 十 … 十 as 一 0 对 适当 的 ore。 者 

系 理 5.2。 令 xs 委 i 魏 2) 是 B 的 元 素 , 且 每 个 都 在 4 上 
整 . 那么 环 4A[xi,-… ,+s] 是 有 限 生 成 4- 模 . 

证 明 。 对 = 作 归 纳 法 。 ”一 工 的 情况 是 (5.12) 的 一 部 分 ， 假 
设 2 之 1, 令 4, 一 4 [zi,"……, x:]; 那么 由 归纳 假设 ，A4,-， 是 
有 限 生成 4- 模 . 4, 一 4,-1 [zs] 是 有 限 生成 A,-:- 模 《由 于 xz。 
在 4,-! 上 整 , 用 zz 一 1 的 情况 )， 由 (2.16)，4, 作 为 4- 模 是 有 限 
生成 的 ， 图 

4 系 理 5.3。 B 的 在 4 上 整 的 元 素 的 集合 C 是 3 的 一 个 子 环 ， 

且 包 有 4， 

证 明 。 如 果 r, y€ C， 那 么 由 (5.2)，A4 [x,y] 是 有 限 生成 
4- 模 .由 (5.1) 的 说 ),x 土 y》 和 xy 在 4 上 整 。 四 

《5.37) 中 的 环 C 叫 作 4 在 如 中 的 整 财 包 。 如 果 C 一 4， 那 么 
4 叫 作 在 B 中 整 亲 如果 C 一 B, 环 B 书 作 在 4 上 整 . 

注 记 。 令 f: 4 一 B 是 一 个 环 同 态 ; 于 是 B 是 4 代数 . 如 
果 B 在 子 环 1(4) 上 是 整 的 ,那么 了 叫做 整 的 , 而 B 蔬 作 整 的 4- 
代数 . 用 这 个 术语 ,上 面 的 结果 表明 
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有 限 型 二 整 的 一 有 限 . 

系 理 5.4。 如 果 4 所 BESEC 是 环 ，3 在 4 上 整 ，C 在 B 上 
整 , 那 么 C 在 4 上 整 ( 整 相关 的 传递 性 ). 

证 明 。 令 x&e Cc, 那么 我 们 有 方程 

x? 十 Dx? 1 十 :十 5 二 0 (2;€ B). 

由 (5.2), 环 B' 一 4 [61,-…,b,] 是 有 限 生成 4- 模 ，B [x] 是 
有 限 生成 8 ~ 模 ( 因 x 在 B” 上 整 )， 因此， 由 (2.16), B'[x] 是 有 
限 生 成 4- 模 ,由 (5.1) 的 过)，xz 在 4 上 整 . 面 

系 理 5.5。 令 4 忆 B 是 环 ,C 是 4 在 8B 中 的 整 闭 包 . 那么 C 
在 8 中 是 整 闭 的 . 

证 明 。 令 x€EB 在 C 上 整 ， 由 (5.4),* 在 4 上 整 ， 因此 
x€C.， 图 

下 边 的 命题 指出 ,过 渡 到 商 环 和 分 式 环 时 , 整 相 关 性 质 仍 被 保 
持 : . 

命题 5.6。 令 4 己 B 是 环 ,B 在 4 上 整 . 

i) 如 果 b 是 B 的 理想 , a 一 一 4 个 b， 那 么 B/b 在 4/a 
上 整 . 

让 ) 如 果 5 是 4 的 乘法 封闭 子 集 , 那 么 573B 在 5S-'4 上 整 . 
| 证 明 。 i) 如 果 x€ B, 我 们 有 x? 十 qr"! 十 .……， 十 as 一 0， 
其 中 ai€ 4 modb 约 化 这 个 方程 . 

iD) 令 x/s E511B (x€《B,sE€5).、 那么 上 面 的 方程 给 出 

Cr/s)" 十 Cos (xz/ 十 十 af 一 0， . 

它 表 明 x/s 在 S74 上 整 . 国 
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命题 5.7。 令 4 三 了 是 整 环 ,8 在 4 上 整 .那么 也 是 域 当 且 
仅 当 4 是 域 , 
证 角 。 假设 4 是 域 ; 令 y€ B, y 站 0。 令 
y” 十 air 十.… 十 cs 一 0 (a€ A) 
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是 对 于 y 的 最 小 可 能 次 数 的 整 相 关 方 程 。 由 于 B 是 整 环 , 我 们 有 
qs 0,y 二 一 gpNy" 了 十 aay” 了 十"… 十 4s-1)€ B， 因 此 8 是 
域 . 
反之 , 假设 B 是 域 , 令 xeE 4, x+ 关 0， 那 么 x“!1€ B, 于 是 它 
在 4 上 整 ， 我 们 有 方程 
rm 十 at Tt 十 -十 at 一 (a € A). 
由 此 :xx 一 一 (ai 十 xz 十 十 4mx” 1)&€ A, 因此 4 是 域 。 国 
系 理 &8。 令 4 己 B 是 环 , B 在 4 上 整 ; 令 q 是 8 的 素 理 想 ， 
pn 一 9 一 4 门 4.。 那么 9 是 极 大 芍 当 且 仅 当 p 是 极 大 的 . 
证 明 . 由 (5.6)，B/9 在 4/9 上 整 , 这 两 个 环 都 是 整 环 。 再 
用 (5.7)7. 国 
系 理 5.9。 令 4 忆 B 是 环 ,B 在 4 上 整 ; 令 q,q 是 8 的 素 理 
想 ,使 得 9 守 q9,， 9 一 9 一 p。 那么 4 二 9. 
证 明 . 由 (5.6),，B, 在 如 上 整 。 令 m 是 p 在 4, 中 的 扩 理 
想 ，n, n 分 别 是 q 9 在 B, 中 的 扩 理 想 . 那么 m 是 4, 的 极 大 
理想 ; t 入 n,n 一 n* 一 mm， 由 (5.8) 得 到 ,nm 是 极 大 的 ， 
此 , n 一 mn， 由 (3.11)iv)q 一 9. 看 
定理 5.10.。 令 4 和 EB 是 环 ，B 在 4 上 整 , ?是 4 的 素 理 想 . 
那么 存在 B 的 素 理 想 93, 使 得 9 站 4 一 HP。 
证 明 . 由 (5.6), B, 在 4, 上 整 ,图 表 
A—8B 
中 
A,~> B, 
(在 图 中 ,水 平 入 头 是 一 一 映 和 人) 是 交换 的 。 令 n 是 B; 的 一 个 极 
大 理想 ,那么 由 (5.8)，m 一 nn 4, 是 极 大 的 ,因此 它 是 局 部 环 4， 
的 唯一 的 极 大 理想 ， 如 果 9 一 p (0)， 那 么 9 是 素 的 ,我 们 有 
q 站 4 一 am(n) 一 p。 国 
定理 5.11. (上 升 定理 ). 令 45CB 是 环 ，8 在 4 上 整 ， 
和 所 bp， 是 4 的 康 理 想 链 ， 9 对 … 忆 qm (mm 二 wn) 是 8 的 烷 
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理想 链 , 使 得 9 站 4 = pj (1 过? 万 m)。 那么 链 Sqm 可 
扩充 成 链 中 守 …: 守 9,， 使 得 4 站 4 一 p， 对 1 扫 1< 委 2 
证 明 . 用 归纳 法 ,我 们 立即 把 定理 化 到 mw 一 1， 一 2 的 情 
况 ， 令 4= 4/p, B= B/q; 那么 4SB,， 由 (5.6), 训 在 4 
上 整 、 由 (5.10)， 存在 8 的 素 理想 市 ， 使 得 TN A= Bb,, 5 是 
pP 在 4 中 的 象 ， 把 种 向 到 B, 我 们 便 得 到 具有 所 要 求 性 质 的 素 
理想 q,， 及 ， 


整 闭 整 环 . 下 降 (GOING-DOWN) 定理 


命题 (5.6) 的 1) 可 以 加 强 为 : 

命题 5.12。 令 4 与 B 是 环 , C 是 4 在 8B 中 的 整 闭 包 . 令 S 
是 4 的 一 个 乘法 封闭 子 集 ， 那么 S71C 是 S14 在 5-1'B 中 的 整 闭 
包 . 

证 明 . 由 (5.6), S71C 在 S14 上 整 ， 反 之, 如果 6/s E571B 
在 4-L4 上 整 ,那么 我 们 有 方程 

CB/s) A ayn) (CO si -tapsn 一 0， 

其 中 aE A si E517), 令 1 一 4…fi， 用 (st)"” 莱 这 
个 方程 ， 它 变 成 bt 在 4 上 的 整 相关 方程 。 因此 Bb:€ C，4b/s = 
人 eS-ic, 加 
st 

一 个 整 环 叫 作 整 闭 的 (没有 限制 条 件 ), 如 果 它 在 它 的 分 式 域 
中 是 整 闭 的 . 例如 , 乙 是 整 所 的 ( 殉 (5.0)). 同样 的 讨论 指出 ,任何 
唯一 因子 分 解 整 环 都 是 整 闭 的 。 特别 , 域 上 的 多 项 式 环 k[x1,*…-， 
x*n] 是 整 闭 的 . 

整 闭 性 是 局 部 性 质 : 

命题 5.13。 令 4 是 一 个 整 环 ， 那 么 下 列 断 言 是 等 价 的 : 

i) 4 是 整 闭 的 ; 

下) 对 每 个 素 理 想 p。A，, 是 整 闭 的 ; 

过) 对 每 个 极 大 理想 m，4。 是 整 闭 的 . 
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证 明 。 令 天 是 4 的 分 式 域 ，C 是 4 在 KK 中 的 整 闭 包 ， 令 二 
A 一 C 是 4 到 C 之 中 的 恒 等 肌 射 。 那么 4 是 整 闭 的 二 >f 是 满 
的 ， 由 (5.12) 4, (或 者 4。) 是 整 闭 的 <>f。 (或 者 如 ) 是 满 的 . 
再 用 (3.9)。 如 

令 4SB 是 环 ,a 是 4 的 理想 。 B 的 元 素 叫 作 在 a 上 整 的 ， 
如 果 它 满足 4 上 的 整 相关 方程 ， 其 系数 都 在 4 中. a 在 了 中 的 整 
凯 包 是 了 3 中 所 有 在 a 上 整 的 元 素 的 集合 . 

引 理 5.14。 令 C 是 4 在 B 中 的 整 闭 包 , a 表示 4 在 C 中 的 扩 
理想 ， 那 么 a 在 8B 中 的 整 闭 包 是 a 的 根 《 因 此 在 加 法 和 乘法 之 下 
是 封闭 的 ). 

证 明 。 如 果 *eB 在 a 上 整 ,我 们 有 方程 

za 十 ax 十 十 a, 一 0， 
其 中 a1,…… ,9s 在 a 中 .因此 x€E C，x"€Eq， 于 是 x €r (a). 
反之 ， 如 果 xcEr (ao)， 那 么 zi 一 Faixi 对 某 个 wn >> 0, 其 中 a， 
是 a 的 元 素 。xi; 是 C 的 元 素 ， 由 于 每 个 立 在 4 上 整 ,由 《5.27) 得 
出 M 一 4 [x,-…, x,] 是 有 限 生 成 4- 模 和 x"M SaM。 由 
《2,4)(《 取 中 为 将 MM 的 元 素 乘 以 x* 的 映射 ) 我 们 看 到 x* 在 a 上 整 ， 
因此 * 在 sa 上 整 . 鼻 

命题 5.15， 令 4 三 日 是 整 环 ,4 是 整 闭 的 , x€ B 在 4 的 理 
想 a 上 整 ， 那么 xz 在 4 的 分 式 域 玉 上 代数 ,而 且 如 果 >* 在 K 上 的 
极 小 多 项 式 是 如 十 mp 十 … :十 aa， 那么 ao ，a 位 于 
r《a) 中 ， 

证 明 .。 显然 x* 在 KK 上 是 代数 的 ， 令 工 是 KK 的 扩 域 ,使 得 它 包 
含 * 的 所 有 共 轿 元 zx， ,xs。 每 个 x; 满足 同一 个 * 的 整 相关 
方程 ,因此 每 个 x; 在 a 上 整 ，* 在 KK 上 的 极 小 多 项 式 的 系数 是 x; 
的 多 项 式 ， 由 《5.14) 它们 在 as 上 整 . 又 由 于 4 是 整风 的 ， 再 由 
《5.14) :它们 必须 位 于 *(a)] 中， 重 

定理 5.16.《“ 下 降 定 理 ”)， 令 4 BB 是 整 环 ，4 是 整 闭 ， 
在 4 上 整 . 令 详 忆 .… 定 和 是 4 的 素 理想 链 ， 9 二 过 Mm 
(m 二 12) 是 B 的 素 理 想 链 , 使 得 44 一 《1 所 i 所 m)， 那么 
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链 四 之 …: 卫 gw 可 以 扩充 为 链 由 之 -全 9q， 使 得 人 了 一 矶 
(1 扫 < 雪 ”)， 

证 明 . 和 (5.10 一 样 , 我们 可 以 把 定理 化 归 m 一 1,n 一 2 
的 情况 。 我 们 只 要 指出 ，p: 是 环 Bs, 中 的 一 个 素 理 想 的 局 限 , 或 
等 价 地 (3.16)，Bapz 站 4 一 P， 

每 个 xf Bp; 具有 形式 y/s, 其 中 yE€ Bp, Mi s€ B\q. 出 
《5.14)7 在 入 上 整 ,由 《5.15) 7 在 4 的 分 式 域 入 上 的 航 小 多 项 式 
具有 形式 

二 wy 1 二:… 十 本 0， (1) 
其 中 吉 ,…*,w， 在 中。 

现在 假设 x€ Bp 站 4。 那么 一 yz，xeK, 将 (1) 除 

以 过， 就 得 到 * 在 玉 上 的 极 小 多 项 式 , 设 它 是 


了 十 om 十 十 一 0， (2) 
其 中 Vi 一 二 /好 从 而 
Xivi = Ui; £ Pp (1 i Er). C3) 


晶 是 :在 4 上 整 ， 因 此 由 (5.15) (a 一 (1)), 每 个 vi 在 4 
中 .假设 x*&p;,， 那 么 (3) 指出 ,每 个 vi€ Pp， 于 是 (2) 指出 ”6E 
Bpb SBpSEq， 因 此 Edq， 这 是 一 个 矛盾 . 所 以 rzEp， 
Bupmd 一 pm，、 正 是 所 需要 的 。 和 

下 面 命 题 的 证 明和 假定 了 域 论 的 某 些 标准 事实 . 

命题 5.17。 邻 4 是 一 个 整 奢 的 整 环 ， 玉 是 它 的 分 式 域 , 工 是 
KK 的 一 个 有 限 可 分 代数 扩张 ，B 是 4 在 工 中 的 整 闲 包 .。 那么 存在 


工 在 玉 上 的 基 多 Vns 使 得 B EF) Aw. 


证 明 。 如 果 ” 是 工 的 任何 元 素 , 那么 vz 是 K 上 的 代数 元 , 因 
而 满足 方程 
aetr Fav tt.…+a=—0 (a€ A). 
用 a5! 乘 这 个 方程 .我们 看 到 no0w 在 4 上 整 ,因此 awvE B， 于 
是 :给 出 工 在 玉 上 的 任何 基 ; 我 们 可 用 4 的 适当 的 元 素 乘 基 元 素 得 
到 基 mm，…，x， 使 得 wi€ B， 
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令 工 表示 (从 工 到 K 的 ) 迹 ， 由 于 L/K 是 可 分 的 ， 工 (看 作 天 
上 的 向 量 空间 ) 上 的 双 线 性 型 《x,y) FF> T(x, y) 是 非 退化 的 ， 
因此 我 们 有 工 在 玉 上 的 对 偶 基 4,…，v。， 它们 由 7 《wis vi) 一 07 
定义 . 令 rE B， 表 成 x 一 这 zi0 (xi€ K). 我 们 有 xweB( 由 
于 wi€ B)， 由 (5.15) T(xwi) € 4《 因 为 元 素 的 迹 是 它 的 极 小 多 
项 式 中 一 个 系数 的 倍 元 )。 但 是 T(xw) 一 ZJT(zr6oi) = 2 


T (uj) 一 Brj0i; 一 Kis 因此 xi:€ 4. 从 而 B 导 了 dpi | 
i 


赋 值 环 


令 B 是 一 个 整 环 ,K 是 它 的 分 式 域 .，B 叫做 KK 的 一 个 峰值 环 ， 
如 果 对 每 个 x 关 0， 或 者 x€ B 或 者 *-:e B (或 两 者 都 有 ). 

命题 5.18。 i) B 是 局 部 环 . 

各) 如 果 B 是 环 ,使 得 B 三 B'S， 那么 B' 是 太 的 一 个 赋 
值 环 ， 

证 ) B 是 整 闲 的 (在 KK 中 ). 

证 明 . ji) 令 趾 是 如 的 不 可 道 元 的 集合 ,*6m< 擂 > 或 者 zx 一 0 
或 者 x i&B.。 如 果 a€B，xEm， 我 们 有 axEm, 否则 ， 
(ax) -1E B，x-71 一 a* (axr)-E 有 下 面 令 xy 是 mm 的 非 零 元 ， 
那么 或 者 xy 6B8 或 者 x 37， 如果 zy EB， 则 十》 一 
(1 十 xy7D7yeceBnmEm 对 于 x ?6EB， 情 况 是 类 似 的 。 因此 
m 是 一 个 理想 ,由 (1.6) 83 是 局 部 环 . 

二》 由 定义 显而易见 ， 

过) 令 xEK 在 B 上 是 整 的 ， 那 么 我 们 有 

xn 十 xn 十 .十 一 0， 
其 中 5bi€ B， 如 果 x€ B， 没 有 什么 要 证 的 了 . 如 果 x 拟 B， 则 
ri1€B, x=—(b+ hr!li+ .+ bx! ")EB, 各 
令 玉 是 一 个 域 , 9 是 一 个 代数 闭 域 . 令 卫 是 所 有 对 (4: 妃 的 
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集合 ,其 中 4 是 玉 的 一 个 子 环 , 1 是 4 到 2 之 中 的 一 个 同 态 。 卫 按 
下 列 方 式 构成 偏 序 集 : 
CA,D EA,7)<>AECA', Hfls 一 了 

Zorn 引 理 的 条 件 显然 满足 ,因此 集合 卫 至 少 有 一 个 极 大 元 . 

令 (8B,g) 是 5 的 一 个 极 大 元 、。 我 们 想 要 证 明 B 是 KK 的 赋值 
环 。 证 明 的 第 一 步 是 

引 理 5.19。 如是 一 个 局 部 环 , m 一 Ker (g) 是 它 的 极 大 理想 . 

证 明 。 由 于 g (8〉 是 域 的 子 环 ， 因 此 是 整 环 , 理想 m= 
Ker(g) 是 素 的 .我 们 把 8 扩张 为 同 本 8: Bu 一 2， 只 要 令 EC 一 
8 ， 对 所 有 be B 和 所 有 se BNm， 因 为 g(:) 二 0， 这 是 合 
理 的 . 由 于 对 (B, sg) 是 极 大 的 ,得 到 B 一 B。。 于 是 8B 是 局 部 
环 ,m 是 它 的 极 大 理想 。 ”四 

引 理 5$5.20。 令 z* 是 到 的 一 个 非 零 元 。 B [x] 是 由 >* 在 也 上 
所 生成 的 ,天 的 子 环 ,mm [zj 是 m 在 B [x] 中 的 扩 理 想 。 那么 或 
者 mlx] 半 Bl[x] 或 者 mlx B [x 1]. 

证 明 。 假设 m{x] 一 B[x]，m [x"!] 一 B [x-!]。 那么 我 
们 有 方程 


to 十 wx 十 -十 woxm 一] (wi € m), (1) 
vo vr. tv rl (veém), (2) 

其 中 可 假设 次 数 m,n 尽 可 能 地 小 .假设 m 宇 n、 用 x" 秉 (2): 
(1 ~ vo) x 一 wx 十 .十 on (3) 


由 于 ww € m， 由 (5.19) 得 到 ，(1 一 wo) 在 如 中 是 可 逆 元 (37) 可 写 
成 : 


XW 二 ww Em). 
在 (1) 中 用 wx” 十， 十 wsx” "代替 xz", 这 与 mm 的 极 小 性 巴 
盾 . 图 
定理 5.21。 令 (8, g) 是 5 的 一 个 极 大 元 。 那么 B 是 域 K 
的 一 个 赋值 环 . 


证 明 . 我 们 只 需 指 出 ， 如 果 * 关 0 是 KK 的 元 素 、 那么 或 者 
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x€B 或 者 xn1i€ 8B8。 由 《5.20) 我 们 可 假设 m [x] 不 是 环 B 一 8B 
[x] 的 单位 理想 。 那么 m [x] 包含 在 B” 的 一 个 极 大 理想 m 之 
中 ,我 们 有 m 门 B 二 m (因为 mw 几 B8 是 8 的 真理 想 且 包 有 m). 
因此 8 在 8’ 中 的 瞳 和 人 诱导 出 域 《一 B/m 在 域 二 8'/m 中 的 
能 人 ，, 坊 一 & [x]， 其 中 * 是 z 在 六 中 的 象 ， 因 此 x* 在 * 上 是 代 
数 的 , 廊 是 的 有 限 代数 扩张 、 

由 (5.19)，m 是 5 的 核 ， 所 以 同 态 8 诱导 出 《在 8 中 的 嵌入 
有， 由 于 @ 是 代数 闭 的 ,下 可 扩张 成 太 到 @ 中 的 戏 人 站。 作 严 和 
自然 同 态 B 一 尺 合成 映射 ,我 们 有 82 的 扩张 多: 8 一 9 由 于 
对 〈B,g) 是 极 大 的 ,得 到 B’ 一 8B， 因 此 x*€B.。 国 

系 理 5.22。 令 4 是 域 K 的 一 个 子 环 。 那么 4 在 K 中 的 整 闭 
包 4 是 KK 的 包含 4 的 所 有 赋值 环 的 交 ， 

和 证明. 令 8 是 KK 的 赋值 环 , 且 使 得 4 忆 B.。 由 (5.18) iii)， 
召 是 整 闭 的 ,得 到 4 B. 

反之 , 令 x 4， 那么 x 不 在 环 水 A4[x™1] 中 。 因此 xz 
在 4 中 是 不 可 逆 元 ， 它 包含 在 4 的 极 大 理想 m 中 . 令 0 是 域 
一 4/m 的 代数 闭 包 . 那么 自然 同 态 4 一 六 对 4 的 限制 确 
定 了 A4 到 0 中 的 一 个 同 态 。 由 (5.21)， 它 可 以 扩充 到 某 个 赋值 环 
B 过 4 上 ， 因为 x 1! 映 到 零 , 得 到 x&B.。 生 

命题 5.23。 令 4 三 日 是 整 环 ，B3B 在 4 上 有 限 生 成 。 ”是 如 
的 非 零 元 素 ， 那 么 在 4 中 存在 关 0， 具 有 下 面 的 性 质 : 4 到 代 
数 闭 域 O 中 的 任何 使 得 1 (w) 闫 0 的 同 态 了 都 可 以 扩充 为 了 到 @ 
中 的 同 态 g， 使 得 g (v) 关 0. 

证 明 . 对 B 在 4 上 的 生成 元 的 个 数 用 归纳 法 ,我 们 马上 可 以 
化 为 B 在 4 上 由 一 个 元 素 x 生成 的 情况 ， 

i) 假设 * 在 4 上 是 超越 的 , 即 没 有 系数 在 4 中 的 非 堆 多项式 
以 x 为 根 . 令 "一 saor 十 axr 1 十 十 on 取 # 一 ao 那么 ， 
如 果 f: 4 一 8 是 使 得 Ha) 关 0， 由 于 是 无 限 的 ,存在 E90， 
使 得 (ao) 5? 十 (a) 8" 十-…* 十 f(as) 性 0. 定义 g:B 一 092， 
它 是 f 的 扩充 且 令 8 (x) = 5， 那么 8 (v) 关 0, 正如 所 要 求 
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的 ， 
让 ) 现在 假设 x 在 4 上 是 代数 的 ( 即 在 4 的 分 式 域 上 ).。 因为 
是 zx 的 多 项 式 , 所 以 v7! 在 4 上 是 代数 的 。 因 此 我 们 有 方程 
qx" 二 ax” 十 .十 ar 一 0 (a é 4), (1) 
aw ?十 qv "二 .十 a 二 0 (a € A). (2) 
令 一 aoas，f: 4 一 8 使 得 后 (w) 关 0. 那么 f 首先 可 扩充 成 
同 态 ji: 4 [ww] 一 9 0 (4 ) = 了 (w)")， 然 后 由 (5.21) 可 扩 
充 成 同 态 h: C 一 09， 这 里 C 是 包 有 4 [w"!] 的 一 个 赋值 环 。 由 
(1), xz 在 A [wx!] 上 整 。 由 (5.22)，x€ C， 所 以 C 包 有 8; 特别 
v EC， 男 一 方面 ,由 (2); v1 在 4 Le] 上 整 ， 由 (5.22) 它 在 
C 中 . 因此 "是 C 中 的 可 道 元 ,4 (z) 关 0， 现在 取 8 是 4 对 B 
的 限制 即 可 . 地 
系 理 5.24。 令 太 是 域 , BB 是 一 个 有 限 生成 的 代数 . 如 果 
B 是 域 ,那么 它 是 的 有 限 代数 扩张 ， 
征明。 取 4 一 vv 一 1，8 一 的 代数 闭 包 。 国 
(5.24) 是 Hilbert 零点 定理 的 一 个 形式 .。 另 一 个 证 上 明 见 
(7.9). 


习 题 


. 设 f: 4 一 B 是 环 的 整 同 坊 . 求证 f+: Spec (B) 一 > Spec (4) 
是 闭 映射 , 即 f* 将 闭 集 映 成 闭 集 。〔 这 是 定理 (5.10) 的 等 价 
的 几何 说 法 .) 

. 设 4 是 环 刀 的 子 环 ; 刁 在 4 上 整 ， 又 设 j: 4 一 2 是 4 到 代数 
闭 域 @ 中 的 一 个 同 态 。 求证 了 可 以 扩充 为 B 到 8 之 中 的 同 
态 。[ 利 用 (5.107 .1 

. 设 f: B 一 B' 是 一 个 4- 代 数 同 态 ; 设 C 是 一 个 4- 代数. 证 
明 , 如 果 f 整 ,那么 1 色 1: 了 因 4C 一 了 四 4C 也 整 . (这 包 
含 了 (5.6) 这 ) 作为 其 特殊 情况 .) 

. 设 4 是 环 B 的 子 环 ,， 且 B 在 4 上 整 ， 设 n 是 8 中 一 个 极 大 理 
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em 


+ 


Wo 


中 


想 , 一 rn 门 4 是 4 中 相应 的 极 大 理想 , 问 环 B, 在 4 上 是 否 
一 定 整 ? 
[考虑 [x] 中 的 子 环 [ 妇 一 1， 这 里 & 是 域 ， 令 
n= 一 (x 一 1). 元 素 1/(x 十 1) 能 否 是 整 元 ?1 
. 设 4 三 刁 都 是 环 ,B 在 4 上 整 。 
i 如 果 x€ 4 是 正中 可 逆 元 ,那么 必 是 4 中 可 逆 元 。 
i) 4 的 大 根 是 B 的 大 根 的 局 限 . 


60. 设 Bi,*: ",B, 是 整 的 4- 人 民 数 .求证 ][ 8， 也 是 整 的 4 代数 。 


. 设 4 是 环 8 的 子 环 , 且 集 合 BA4 对 乘法 封 闲 ， 求 证 4 在 互 中 
整 渍 . 

i) 设 4 是 整 环 B 的 子 环 ,C 是 4 在 8 中 的 整 闭 包 . 设 f,g 是 

B [x] 中 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ,使 得 jg €C [x]. 那 

么 f,8 都 在 C [x] 内 .[ 取 一 个 包含 B 的 域 ,使 f,g 在 

其 中 分 解 为 线性 因子 , 设 f= 一 (x 一 8),， 8g 二 (x 一 

12. 每 个 58 和; 都 是 f8 的 根 ,， 因此 在 C 上 整 . 因此 

fsg 的 系数 在 C 上 整 .] 

ii) 不 假设 8B (或 .4) 是 整 环 ,证 明 有 同样 的 结果 , 
. 设 4 是 环 下 的 子 环 ,C 是 4 在 下 中 的 整 闭 包 。 证明 ，C [x] 是 
4[zl 在 8[zr] 中 的 整 团 包 。 [如 果 ffEB[Ixzl 在 4[xl] 上 


整 , 那 么 
fr+tgf” i:*+gn=0 (gi€ ALx1). 


设 7? 是 大 于 m 和 gi,…'* ,Bm 的 次 数 的 一 个 整数 , 令 妨 一 一 
x”"。 那么 
(fit+x’) ”+ eg (f+x") ”i 二.… 十 gm xm 0， 


nm 


bm 


oo 
. 


op] 


或 者 说 ， 
不 十 广大 十 十 加 一 0， 
其 中 加 一 (C++Ta(zDJ 十 十 geEd[z， 再 把 习 
题 8 的 结果 应 用 到 多 项 式 一 上 与 大 -十 用 在 十 .十 
Pe—1 上 .] . 
10. 环 同 态 如 4 一 B 称 为 具有 上 升 性 质 (going-up Property 儿 相 
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应 地 ， 下 降 性 质 〈going-down property))， 是 指 如 果 上 升 定 理 
(5.11) 的 结论 (相应 地 ， 下 降 定理 (5.16) 的 结论 ) 对 B 和 它 的 
子 环 了 (4) 成 立 . 
设 谨 : Spec(B) -> Spec《4) 是 与 1 相伴 的 映射 . 
i) 考虑 下 列 三 个 论断 : 
(a) 产 是 闭 映射 . 
(b》 f 具有 上 升 性 质 ， 
(ce) 设 9 是 正中 任 一 素 理想 ， 且 p 一 9。 那么 映射 人 #: 
Spec《B/9) 一 Spec 《A/P) 是 满 的 . 
求证 : (a) 一 > (b) <> (c)。 (参看 第 六 章 , 习 题 11.) 
fi 考虑 下 列 三 个 论断 : 
(a) 人 # 是 开 映射 。 
(pb) f 具有 下 降 性 质 . 
(c) 对 于 8 中 任 一 素 理 想 q, 如 果 # 一 9， 那么 映射 阁 : 
Spec (B。) -> Spec (4) 是 满 的 ， 
求证 : (2) 二 > (c) 一 > (Bb).*” (参看 第 七 章 , 习题 23.) 
[为 了 证 明 (a ) 一 > (c), 注意 B 是 环 B,, 1€ B\9, 的 正 
向 极限 ， 因 此 ， 由 第 三 章 习题 26, 我 们 有 f* (Spec(B8,)) = 
门 扬 《spec (BD)) 一 门 六 (Yo). 由 于 Y, 是 4 在 Y 中 的 开 


邻 域 , 而 产 是 开 的 ;因此 六 4Y 是 p 在 XxX 中 的 开 邻 域 ， 因 此 


包含 SpecC A,).! 
11. 设 f: 4 一 B 是 环 的 平坦 同 态 。 那么 了 具有 下 降 人 性 质 ，【 第 
三 章 , 习 题 18.] 
12. 设 G 是 环 4 的 一 个 有 限 自 间 构 群 ， 设 4 是 G- 不 变 的 元 素 所 
形成 的 子 环 ,; 即 4 一 {zjyed4d，c (5 一 xx 对 一 切 ce G}. 证 
明 4 在 45 上 整 . [对 于 x€ 4, 注意 * 是 多 项 式 | (一 “Ge7) 
osEG 


的 根 ,] 


*) 原 书 误 为 (b') 专 >(c). 一 一 译 者 注 
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设 $S 是 4 的 乘法 封闭 子 集 , 且 o($) 三 3 对 一 切 ve C， 
令 55 二 5 门 45. 证 明 G 在 4 上 的 作用 可 以 扩充 到 5™4 上 , 且 
〈《Sc)-145 宕 《S-14 )5. 


.在 习题 12 的 情况 下 , 设 p 是 4 的 一 个 素 理想 , 了 是 4 中 那些 


其 局 限 是 p 的 素 理 想 的 集合 。 证 明 G 可 迁 地 作用 在 P 之 上 , 特 
别 , 集 合 P 有 限 . 
[ 设 有 EP，*€ 和 和， 那么 TT (> emnae 一 pp 三 


pp， 因此 ac (x) € py， 对 某 个 IEC. 由 此 推出 ，Pp, 包含 在 
Lo Cp) 之 中 ,然后 运用 《1.11) 和 《5.9).] 


EC 


. 设 4 是 整 闭 的 整 环 , 六 是 它 的 分 式 域 , 工 是 域 玉 的 有 限 正 规 可 


分 扩张 设 C 是 工 在 到 上 的 Galois 群 ， 设 B 是 4 在 工 中 的 整 
闭 包 证明， o(B)= 一 B 对 一 切 ckEG， 且 4 一 82. 


. 设 4， 天 如 习题 14， 工 是 天 的 任 一 有 限 扩 开 ,了 3 是 4 在 工 中 的 


整 闭 包 ， 证明, 如 果 p 是 4 的 任 一 素 理 想 , 那么 B 中 那些 其 局 
限 是 p 的 素 理 想 9 的 集合 是 有 限 集 (换言之 , Spec 《B) 一 Spec 
《4) 具有 有 限 个 纤维 ). 

[分 两 种 情形 考虑 : al) 工 在 K 上 可 分 ; b) 工 在 K 上 纯 不 
可 分 ， 在 情形 a), 把 工 嵌 到 天 的 一 个 有 限 正规 可 分 扩 球 中 ,并 
利用 习题 13, 14。 对 情形 b), 如 果 9 是 8 中 素 理 想 , 使 得 
q 门 4 一 p， 那 么 证 明 9 一 {rlx€B， 存 在 w 宇 0 使 x*” Ep， 
而 ?是 域 玉 的 特征 }， 因 此 :这 时 映射 Spec (B) 一 Spec (4) 是 
一 一 的 ,] 


Noether 正规 化 引 理 


. 设 大 是 域 , 4 关 0 是 有 限 生成 入 代数 。 那 么 存在 元 素 六 …， 


y, € 4， 它 们 在 * 上 代数 无 关 , 使 得 4 在 [六 ，***， yr] 上 整 ， 
我 们 将 假设 域 《 无 限 . 《对 有 限 域 结论 也 对 ,但 需要 另 

外 证 明 ，) 设 x1,-……，x， 生 成 作为 术 代 数 的 4。 元素 x; 可 以 

重新 排列 ,使 x,,……*，x， 在 上 代数 无 关 , 而 zs ，xs。 中 
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“AQ 


每 一 个 在 [rz …，xr] 上 是 代数 的 。 然后 对 二 作 归 纳 . 如 
果 nn 一 r+， 无 须 证 明 ， 设 二 > ， 并 假设 结果 对 n 一 1 个 生 
成 元 成 立 。 生成 元 x; 在 《 [xs … xs] 上 是 代数 的 ， 所 以 
有 ?2 个 变 元 的 多 项 式 fo0, 使 f 《xi Xn1> Xs) 一 0. 设 
F 是 这 个 多 项 式 的 最 高 次 的 齐 次 部 分 。 由 于 域 《 无 限 ， 存 在 
2 4 EE， 使 F(A Xts 1) 0 令 x = x 一 Aix, 
(1 委 : 委 2 一 1 证 朋 x, 在 环 4 一 六 [x!;…… yo 上 整 ， 
因此 4 在 4 上 整 ， 然后 把 归纳 假设 运用 到 4 上 就 完成 了 证 
明 . 

从 证 明 得 出 ，》%， …，?》， 可 选 作 ”%………，x*。 的 线性 组 
合 。 这 有 如 下 的 几何 解释 : 设 & 代 数 所 ， 和 是 心中 的 仿 射 代 
数 繁 , 其 坐标 环 4 关 0, 那么 在 如 中 有 > 维 线性 子 空间 工 及 色 
到 工 上 的 线性 上 映射 , 它 将 XX 映 到 工 上 ， [利用 习题 2.] 


零点 定理 ( 弱 形 式 ) 

设 X 是 如 中 的 仿 射 代 数 往 ，& 是 代数 闭 域 , 又 设 7(X) 是 多 
项 式 环 《 [oa …， ts] 中 X 的 理想 ( 见 第 一 章 , 习题 27). 如果 
7(X) 送 (1)， 那 么 X 非 空 。 [ 设 4 一 下 [5 加] /TCD) 
是 和 的 坐标 环 。 那 么 4 六 0. 因此 ， 由 习题 16, 在 妃 中 存在 
维 数 0 的 线性 空间 工 , 及 XX 到 工 之 上 的 映射 .所 以 X 名 .] 

由 此 推出 ， 在 环 [4，-…, ts] 中 的 任 一 极 大 理想 都 有 
形状 (#1 一 Q43 ”一 an 7)， 其 中 a; E R. 


. 设 太 是 域 .B 是 有 限 生 成 -代数 ,假定 8 是 域 . 那么 B 是 的 


有 限 代数 扩 域 ，( 这 是 Bilbert 零点 定理 的 另 一 种 说 法 ， 下 面 
的 证 明 属于 Zariski， 其 它 的 证 明 见 (5.24) 与 (7.9).)》 

设 = …， xz。 生成 作为 代数 的 B。 对 ”> 用 归纳 法 证 
明 . 如 果 + 一 1， 结 论 是 显然 的 。 设 > 1，4 一 《[z]， 
K 一 (=) 是 4 的 分 式 域 ， 由 归纳 假设 ，B 是 玉 的 有 限 代数 
扩 域 .因此 ,x2，… ,xs 中 的 每 一 个 元 适合 一 个 系数 在 天 中 ( 即 
系数 尼 形 如 a/5, a，be 4) 且 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 . 用 # 
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表示 所 有 这 些 系 数 的 分 母 的 乘积 。 那么 x;,……', x 在 A: 上 
整 。 所 以 B 在 4; 上 整 , 因 此 ,天 也 在 4j 上 整 . 

假设 x 在 * 上 是 超越 的 .那么 4 整 闭 ,因为 它 是 唯一 因 
子 分 解 整 环 . 因此, .4; 整 闭 (5.12), 由 此 有 4; 一 上， 显然 这 
不 可 能 ,所 以 mm 在 上 是 代数 的 , 所 以 《因此 B) 是 的 有 
限 扩 张 . 


.从 习题 18 推出 习题 17 的 结果 . 
20. 


设 4 是 整 环 B 的 子 环 , 且 在 .4 上 有 限 生 成 .证 明 4 中 存在 元 
素 Si 天 0， B 中 存在 元 素 V13 "3 Yn 它们 在 4 上 代数 无 关 ， 
使 得 B; 在 B; 上 整 , 其 中 B’ 一 4 [ys…,ys].， [ 设 5= 
A\0}, 令 K 一 S-14 是 二 的 分 式 域 。 那么 8S-1B 是 有 限 生 
成 K- 代 数 ， 因 此 由 正规 化 引 理 〈 习 题 16), 在 S-!1B 中 存在 
zi xz， 它们 在 玉 上 代数 无 关 , 且 5-1B 在 KK [xy,*…*, xs] 
上 整 . 设 “%， …，zw 生成 作为 4- 代 数 的 了 ， 那 么 任 一 元 zi 
(看 作 S-1B8 中 元 ) 在 天 [rz ，xs] 上 整 ， 对 每 个 所 ， 写 出 一 
个 整 相 关 方 程 ,证 明 存 在 sE 5, 使 zi 一 yi/s (1 志 i 志 x)， 其 
中 yj;€B, 上 且 所 有 sz; 租 在 83 上 上 整 . 由 此 推出 ,这 个 :适合 所 
说 的 条 件 .1 


. 设 4, 8 同 习 题 20. 证 明 4 中 存在 如 下 人 性质 的 非 零 元 *， 如 


果 8@ 是 代数 闭 域 , 1f: 4 一 8 是 同 态 ，1G) 关 0， 那 么 了 可 扩 
充 为 同 态 B 一 9. [用 习题 20 的 记号 , f 首先 可 扩充 到 B’ 上， 
例如 ,将 一 切 y; 映 为 0; 然 后 再 扩充 到 B; 上 (因为 f(s) 0)， 
最 后 ,扩充 到 B. 上 (利用 习题 2 :因为 B, 在 B; 上 整 ).] 
设 4，B 仍 同 习题 20， 如 果 环 4 的 大 根 为 0， 那 么 B 的 大 根 
也 为 0. 

[ 设 “过 0 是 8 中 一 个 元 素 ， 我们 要 证 明 B 中 有 一 个 不 
含 ” 的 极 大 理想 。 把 习题 21 应 用 到 环 了 , 及 它 的 子 环 4 上， 
我 们 得 到 4 中 的 一 个 元 素 s 关 0.。 设 m 是 4 中 不 含 5 的 一 个 
极 大 理想 , 并 设 一 4/m. 那么 自然 映射 4 一 扩充 为 
环 B, 到 域 & 的 代数 闭 包 0Q 中 的 辣 态 。 证 明 g (v) 关 0, 且 
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25. 


Ker(g) 门 B 是 环 B 的 一 个 极 大 理想 .] 


. 设 4 是 环 ， 证 明 下 述 条 件 等 价 : 


i 4 中 每 个 素 理想 都 是 极 大 理想 的 交 。 
i) 也 的 每 个 条 态 象 的 小 根 等 于 大 根 . 
让) 4 的 每 个 非 极 大 的 素 理 想 等 于 真 包含 它 的 那些 素 理 想 的 
交 ， 

[ 较 难 的 部 分 仅 是 证 ) 一 > 说 。 设 二 不 成 立 。 那么 存在 
一 个 素 理 想 , 它 不 是 极 大 理想 的 交 ， 过 渡 到 商 环 , 可 以 假设 4 
是 具有 非 零 大 根 R 的 整 环 。 设 f 是 中 某 个 非 零 元 . 那么 
Aj 产 0. 所 以 4; 有 一 个 极 大 理想 , 它 在 4 中 的 届 限 是 不 合 
的 素 理想 pb， 且 p 是 在 不 含 了 的 素 理 想 中 的 极 大 的 .那么 p 不 
极 天 ,并 且 不 等 于 真 包 含 p 的 索 理 想 的 交 .。] 

满足 上 述 三 个 等 价 条 件 的 环 称 作 一 个 Jacobson 环 ， 
设 4 是 一 个 Jacobson 环 ( 习 题 23)，B 是 一 个 4- 代 数 . 证明 
在 下 述 两 种 情况 下 B 也 是 一 个 Jacobson 环 ， 让 B 在 4 上 整 ; 
) B 作 为 4- 代 数 是 有 限 生 成 的 ， [对 雇 , 运用 习题 22.] 

特别 ， 任 一 有 限 生成 的 环 和 域 上 任 一 有 限 生 成 的 代数 都 
是 Jacobson 环 . 
设 4 是 环 ,证明 下 述 条 件 等 价 : 

i) 4 是 Jacobson 环 ; 
i) 任 一 有 限 生 成 的 4- 代 数 召 若是 域 , 则 在 4 上 有 限 . 

[i) 一 > 让， 归结 为 4 是 8 的 子 环 的 情形 ,再 利用 习题 
21， 设 s€ 4， 取 法 如 习题 21。 那么 4 中 有 一 个 不 售 * 的 极 
大 理想 m, 将 同 态 4 一 .4/m 一 六 扩充 为 B 到 包 的 代数 闭 包 
中 的 一 个 同 态 g。， 由 于 8B 是 域 ,8 是 单 的 .人 象 g (8) 在 上 是 
代数 的 ,因此 ,是 & 上 有 限 代数 扩 域 . 

二 一 之 让 ， 运 用 习题 23 的 判别 法 则 才 )。 设 p 是 4 中 非 
极 大 的 宕 理想 ，B = 4/p. 设 了 是 8 中 一 个 非 零 元 ,那么 Bj 
是 有 限 生成 4- 人 代数。 如 果 它 是 域 ,那么 它 在 B 上 有 限 , 因 此 [在 
B 上 整 , 于 是 根据 (5.7), 8B 应 该 是 域 ， 所 以 Bj 不 是 域 ,因此 在 
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Bjy 中 有 非 零 素 理 想 ， 它 在 3 中 的 局 限 理想 是 不 含 了 的 非 零 理 
想 8.] 


. 设 X 是 拓扑 空间 ， X 的 一 个 子 集 叫 作 局 部 闭 的 ， 如 果 它 是 一 


个 开 集 与 一 个 闭 集 的 交 , 或 者 用 等 价 的 说 靶 是 , 它 在 它 的 闭 包 
中 是 开 集 . 
关于 X 的 子 集 Xo, 下 列 条 件 等 价 : 
(1) 和 的 每 个 非 空 局 部 闭 子 集 都 与 Xo 相交 ; 
(2) 对 又 中 每 个 闭 集 E, 有 EN 站 Xo 一 FE; 
(3) X 中 全 部 开 集 的 集合 到 Xo 的 全 部 开 集 的 集合 上 的 映射 
UH~> UN Xo 是 一 一 的 。 具有 这 些 条 件 的 子 集 Xo 称 作 
在 X 中 充分 稠密 (very dense). 
证 明 ,对 任何 环 4， 下 列 论断 等 价 : 
i) A 是 Jacobson 环 ， 
ii) 4 的 极 大 理想 的 集合 在 Spec(4) 中 充分 稠密 . 
这) Spec《4) 中 每 一 由 单个 点 组 成 的 局 部 闲 子 集 是 闭 的 . [ii) 
和 这) 是 习题 23 中 条 件 i 和 过) 的 几何 形式 .] 


赋值 环 和 赋值 


设 4, B 是 两 个 局 部 环 ， 如 果 4 是 互 的 子 环 ， 而 且 4 的 极 大 
理想 m 包含 在 中 的 极 大 理想 nn 之 中 (或 者 等 价 地 说 ， 如 果 
m 一 n 门 4)， 我 们 就 说 B 优 于 (dominate) 4. 设 玉 是 域 ,二 是 
天 中 全 部 局 部 子 环 构 成 的 集合 , 按 “ 优 于 ”关系 将 排序 。 证明 
在 中 有 极 大 元 , 而 县 4 €3 在 中 是 极 大 的 , 当 且 仅 当 4 是 
域 天 的 赋值 环 . [运用 (5.12).] 


. 设 4 是 整 环 , 玉 是 它 的 分 式 域 . 证明 下 列 论 断 等 价 : 


(1) 4 是 域 天 的 赋值 环 ; 
(2) 设 a、$b 是 4 中 任意 两 个 理想 .。 那么 或 者 a 乞 b, 或 者 
pbCna, 
”由 此 得 出 ， 如 果 4 是 一 个 荆 值 环 , p 是 4 中 一 个 素 理 想 ， 
那么 环 4, 与 4/p 是 它们 的 分 式 域 的 赋值 环 . 
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29. 设 4 是 域 天 的 一 个 赋值 环 , 证 明天 中 任意 一 个 包含 4 的 子 环 都 
是 4 的 局 部 化 *， 

30. 设 4 是 域 玉 的 赋值 环 .。 4 中 可 逆 元 所 成 的 群 U 是 域 K 的 乘法 
群 K* 的 一 个 子 群 . 

令 了 一 天 "1/U。 如 果 ,mE€T， 由 x,yEkK 代表 . 我 
们 定义 去 亿 1?， 如 果 xy -6e4。 证 明 这 在 了 上 定义 了 一 个 全 
序 ， 且 与 群 的 结构 相 容 《 即 EE 守 1 一 > 5o 二 0， 对 一 切 
w ET). 换言之 ,TT 是 全 序 Abel 群 。 它 称 作 环 4 的 值 群 . 

设 v: K* 一 了 是 自然 同 态 ， 证 明 v(x 十 y) 守 min(v(x)， 
v (y)) 对 一 切 x， yE€ K*. 

31. 反 之 , 设 了 是 一 个 全 序 Abel 群 ( 运 算 写作 加 法 ), KK 是 域 . 天 

的 一 个 在 T 中 取 值 的 赋值 是 一 个 映射 >: 开 ”一 了 ,使 得 : 
(1) v (xy) = v (x) + v Cy), 
(2) v Cr + 9) min (v C(x), v (y)), 
对 所 有 +, y€ KK*.。 证 明 K* 中 使 v(x) 衬 0 的 元 素 x 的 全 
体 是 域 玉 的 一 个 赋值 环 . 它 称 作 vz 的 赋值 环 ，T 中 的 子 群 
rv 《K*) 是 v 的 值 群 . 
因此 赋值 环 的 概念 与 赋值 的 概念 本 质 上 是 等 价 的 . 

32. 设 了 是 一 个 全 序 Abd 群 。 械 中 子 群 和 A 称 为 在 荆 中 弧 谋 , 如 果 
只 要 有 0 和 8 达 a,，a€ A， 就 有 BEA. 设 4 是 域 玉 的 一 个 骸 
值 环 ,以 了 为 值 群 ( 习 题 31). 证 明 如 果 ? 是 4 的 一 个 素 理想 ， 
v 《4 一 p) 是 了 中 某 个 孤立 子 群 人 中 非 负 元 素 的 集合 . 如 此 
决定 的 从 集合 SPec (4) 到 了 工 的 孤立 子 群 所 成 的 集合 之 中 的 如 
射 是 一 一 的 . 

车 p 是 4 的 一 个 素 理 想 ,赋值 环 4/p 与 4, 的 值 群 是 什么 ? 

33. 设 了 是 一 个 全 序 Abel 群 . 我 们 来 说 明 如 何 构造 一 个 域 及 及 
它 的 赋值 "， 使 得 了 是 它 的 值 群 。 设 & 是 任意 一 个 域 ， 又 设 
4 一 Ar] 是 了 在 & 上 的 群 代数 ， 按 定义 ,4 作为 向 量 空 间 由 


*) 原 书 误 为 局 部 环 . 一 一 译 者 注 
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元 素 Te 《exe 了 ) 自由 地 生成 ,而 YauYp 一 Xoatp, 证 明了 是 整 环 。 

如 果 zx 一 Wixs 十-… 十 lx 是 4 中 任意 一 个 非 零 元 。 
其 中 1 关 0， 有 是 二 … 二 a， 定 义 ww (4) 一 m， 证 有明 映 
射 w: A\0} 一 开 适合 习题 31 的 条 件 (1) 与 Q2). 

设 K 是 4 的 分 式 域 ， 说 明 mm 可 唯一 地 扩充 为 天 的 赋值 

sz， 且 ”的 赋值 群 恰 是 工 . 
设 4 是 一 个 赋值 环 , K 是 它 的 分 式 域 ， 设 f: 4 一 B 是 环 同 
态 ， 使 得 六 : Spec (B) 一 Spec(4) 是 闭 了 映射. 那么 如 果 
g: B 一 KK 是 任 一 4- 代 数 同 态 ( 即 ,如 gof 是 4 到 天 中 的 嵌 
入 映射 ), 则 有 g (B) 一 4. 

[ 设 C 一 g (8); 显然 C 4. 设 n 是 C 的 一 个 极 大 
理想 ， 由 于 映射 f* 是 闭 的 ，m 一 n 站 4 是 4 中 极 大 理想 ， 于 
是 4, 一 4. 此 外 还 有 局 部 环 C, 优 于 4。。 故 由 习题 27 可 得 
C, 一 4， 因此 C 后 4.] 


-由 习题 1 和 3 可 得 ， 如 果 1f: 4 > 8 是 整 同 态 ，C 是 任意 的 


4 代数 ,那么 映射 《f @ 1)*: Spec(B 四 40) 一 Spec(C) 是 
闭 上 映射 

反之 ;假设 f: 4 一 B 有 这 个 性 质 , 且 BB 是 整 环 。 那么 
f 是 整 的 [用 4 在 8 中 的 象 代 替 4， 就 归结 为 4SB 而 # 
是 单 遇 射 的 情形 。 设 天 是 互 的 分 式 域 , 4 是 到 的 一 个 包含 4 
的 赋值 环 ， 根据 (5.22), 只 需 检 验 4 包含 3， 依 假设 , 卫 射 
Spec《B @@ 4A') -> Spec 《A') 是 闭 的 。 将 习题 34 的 结果 应 用 
到 由 2 人 a 上 > 22” 所 定义 的 同 态 B @@ nA ’ 一 KK 上 、 于 是 
对 一 切 65€B， 和 和 一切 a EA 有 ba EM; 取 a 一 1， 就 得 
到 我 们 所 要 的 结果 .] 

证 明 : 如 果 B 是 仪 有 有 限 个 极 小 素 理 想 的 环 ( 例 如 ,如 时 
也 是 Noether 环 ), 上 述 结果 仍然 成 立 。[ 设 P 是 这 些 极 小 素 
理想 . 那么 每 个 合成 同 态 4 一 B 一 B/p， 是 整 的 ， 因 此 
4 一 了 (B/ps) 也 是 整 的 , 因此 4 一 B/n 也 整 (这 里 是 B 
的 小 根 ) 因此 最 后 4 一 B 也 是 整 的 .] 
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第 六 章 链 条 件 


到 是 前 为 止 ,我 们 考虑 的 都 是 相当 任意 的 (具有 单位 元 的 ) 交 
换 环 ， 然 而 ,为 了 更 进一步 的 研究 和 为 了 得 到 比较 深刻 的 定理 ,我 
们 需要 加 上 茶 些 有 限 性 条 件 。 最 方便 的 途径 是 采取 "链条 件 ” 的 形 
式 ， 它 适用 于 环 和 模 两 者 . 在 这 章 , 我 们 考虑 模 的 情况 . 由 于 许 
多 讨论 具有 比较 类 似 的 形式 , 升 链 和 降 链 之 间 存 在 着 对 称 性 . 但 
是 ,在 下 面 几 章 我 们 将 看 到 ,在 环 的 情况 ,对 称 性 便 消失 了 . 

令 之 是 一 个 偏 序 集 , 具 有 序 关 系 委 ( 即 , 委 是 自 反 的 和 传递 的 ， 
而 县 如 果 x 三 y 和 y 志 x， 则 x 一 y). 

命题 6.1。 关于 之 的 下 列 条 件 是 等 价 的 ; 

i) 在 乙 中 的 每 个 递增 序列 x 志和 -…' 是 稳定 的 ( 即 , 存 在 
正 整 数 ”使 得 x, 一 1,4 一-…). 

ii》2; 的 每 个 非 空 子 集 有 一 个 极 大 元 ， 

证 明 . 让 一 之 i)， 如 果 让 不 成 立 , 那么 存在 一 个 纪 的 非 空 
子 集 T， 它 没有 极 大 元 ,在 工 中 我 们 可 以 归纳 地 构造 一 个 无 限 的 
严格 递增 序列 ， 

i) 一 之 i)， 集 合 (zxm) wz: 有 一 个 极 大 元 zx。 国 

如 果 之 是 模 并 的 子 模 的 集合 ， 序 关系 由 关系 S 给 出 ,那么 让) 
称 为 升 链 条 件 ( 简 记 为 a. c. c.)，ii) 称 为 极 大 条 件 。 满足 上 面 等 
价 条 件 之 一 的 模 M ,为 纪念 Emmy Noether， 称 为 Noether 模 . 如 
果 之 的 序 关 系 由 给 出 ,那么 芒 称 为 降 链条 件 ( 简 记 为 d. c.c.)， 
ii) 称 为 极 小 条 件 . 满足 它们 的 模 M ， 为 纪念 Emil Artin， 称 为 
Artin 模 . 

例 。 1) 有 限 交 换 群 (作为 Z- 模 ) 满 足 a，c.、c，、 和 dc。 ec， 

2) 环 Z (作为 Z- 模 ) 满 足 a. c, c. 但 是 不 满足 d. c. c. 因为 ， 
如 果 a& 艺 且 a 关 0， 我们 有 (6) 二 (ea2) 过 了 (e (严格 
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包含 ). 

3) 令 G 是 Q/Z 的 子 群 ， 它 由 Q/Z 中 阶 是 ”的 填 次 的 所 有 
元 素 组 成 ,其 中 2 是 一 个 固定 的 素数 . 那么 对 每 个 > 兰 0，G 人 恰 
有 一 个 如 阶 的 子 群 Cs， 而且 CoC GCC GoeC… (严格 
包含 ), 因 此 G 不 满足 ac.c.。 另 一 方面 ， G 的 真 了 群 只 能 是 6 
的 形式 ， 所 以 G 满足 d.¢e. c.. 

4) 形 如 m/p” (m,n€ ZZ, 2 之 0) 的 所 有 有 理 数 构 成 的 群 
五 不 满足 a. c. c.， 也 不 满足 dc. c.. 因为 我 们 有 一 个 正 合 序 列 
0 一 人 民 一 已 一 G 一 0， 由 于 乙 不 满足 d. c. c., 所 以 吾 不 满足 4. 
c. c.; 由 于 G 不 满足 a. c. c., 所 以 如 不 满足 a. c. c,。 

5) 环 大 [x1 《是 域 ,x 是 未 定 元 ) 满 足 理想 的 a.c. c., 而 不 
满足 理想 的 d, c. ce.， 

6) 具有 无 穷 多 个 未 定 元 的 多 项 式 环 k[x1, x2,"…] 关 于 理想 
的 两 个 链条 件 都 不 满足 : 因为 序列 (x1) CT (Cn, x2) C-… 是 严格 
上 逢 的 ,序列 《x1) 二 (x?) (xi)'…: 是 严格 下 降 的 ， 

7) 在 后 边 我 们 将 看 到 , 满足 理想 的 d. c. c. 的 环 必定 也 满足 
理想 的 a. c. c..( 一 般 说 来 , 这 个 结论 对 向 是 不 成 立 的 : 见 上 边 的 
例 2 和 例 3.) 

命题 6.2。 M 是 一 个 Noether 4- 模 所 > M 的 每 个 子 模 是 有 限 
生成 的 . 

证 明 . 一 > : 令 入 是 闪 的 一 个 子 模 , 2; 是 包含 在 NN 中 的 所 有 
有 限 生 成 子 模 的 集合 .之 是 非 空 的 《因为 0€ 允 ), 因此 有 一 个 极 
大 元 , 记 为 No 如果 No 关 N， 考 虑 子 模 No 十 Ax， 其 中 x € WN， 
x* 六 No 它 是 有 限 生 成 的 ,而 且 严 格 包含 Vo, 于 是 得 到 矛盾 .因此 
N 一 No, N 是 有 限 生成 的 ， 


< 一 : 令 MiCM; 导 … 是 MM 的 子 覃 的 升 链 . 那 么 N= U M。 


是 要 的 一 个 子 模 。 因 此 是 有 限 生 成 的 , 譬如 说 由 ”xm 生 
成 ， 设 xiE Mo,is 令 1 Max fis 那么 每 个 x; € M,s 因此 M, = 


M ， 链 是 稳定 的 。 国 


» 99 。 


因为 (6.2)，Noether 模 比 Artin 模 更 重要 . Noether 条 件 恰 
是 为 了 证 明 许 多 定理 所 需要 的 适当 的 有 限 性 条 件 ， 但 是 , 许多 基 
本 的 性 质 同样 地 适用 于 Noether 模 和 Artin 模 . 

命题 6.3， 令 0>M' 人 MM” 一 0 是 代 模 的 正 合 序列 ， 那 
么 

i) M 是 Noether 模 寺 >M’ 和 M” 是 Noether 模 ; 

二 ) M 是 Artin 模 <>>M 和 M” 是 Artin 模 . 

证 明 . 我们 将 证 明 i); i) 的 证 明 是 类 似 的 . 

二 之: M'( 或 M”》 的 子 模 的 一 个 升 链 给 出 M 中 的 一 个 链 , 因 
此 是 稳定 的 . 

< 一 ; 令 (Ls) sx1 是 杂 的 子 模 升 链 ,那么 (ae (Zoo)) 是 M 中 
的 一 个 链 ， (8 (ZL,)) 是 M ”中 的 一 个 链 . 对 于 足够 大 的 x， 这 
两 个 链 是 稳定 的 ， 由 此 得 出 链 (上 ,) 是 稳定 的 。 硬 

系 理 6.4。 如 果 M; (1 达 i 达 nn) 是 Noether (或 Artin) A- 


模 ,那么 昌 M: 亦 然 . 

证 明 . 对 正 合 序列 

o>M~ OM @M—0 

应 用 归纳 法 和 (6.3)， 重 

环 4 称 为 Noether 环 ( 或 Artin 环 )， 如 果 它 作为 4- 模 是 
Noether 模 (或 Artin 模 )， 即 ， 如 果 它 满足 理想 的 a. c. c. (或 
d. ¢. c.). 

例 。 1) 任何 域 既是 Artin 环 又 是 Noether 环 ; 环 Z/(z) 
(x 关 0) 亦 然 . 环 世 是 Noether 环 , 但 不 是 Artin 环 ((6.2) 之 前 
的 例 2). 

2) 任何 主 理想 整 环 是 Noether 环 (根据 (6.2) ,因为 每 个 理想 
是 有 限 生 成 的 ). 

3) 环 REx, x2，,""*] 不 是 Noether 环 ( 前 边 例 6)， 但 它 是 一 
个 整 环 , 因 而 有 分 式 域 . 因此 Noether 环 的 子 环 不 一 定 是 Noether 
环 . 
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4) 令 和 是 一 个 紧 致 的 无 限 Hausdorff 空间 ，C(X) 是 X 上 的 
实 值 连续 函数 环 . 取 X 中 闭 集 的 严格 下 降序 列 F, 富 , 忆 … ,并 
且 令 ,一 {f EC(X)| fC(F,) 一 0} 那么 as 形成 C(XE) 中 的 理 
想 的 严格 上 升序 列 , 所 以 CC(X) 不 是 Noether 环 . 

命题 6.5。 令 4 是 Noether (或 Artin) 环 ,M 是 有 限 生 成 4- 
模 ， 那 么 M 是 Noether (或 Artin) 模 . 

证 明 . 对 某 个 >。M 是 4” 的 商 模 ， 再 应 用 (6.4) 和 (6.3)， 
命题 即 得 证 . 医 

命题 6.6. 令 4 是 Noether (或 Artin) 环 , a 是 4 的 一 个 理 
想 . 那么 4/a 是 Noether (或 Artin》 环 ， 

证 明 . 根据 (6.3)，A/a 作为 4- 模 是 Nocther (或 Artin ) 模 ， 
因此 4/a 作为 4/o- 模 也 是 Noether (或 Artin) 模 。 [ 

模 M 的 子 模 链 指 的 是 M 的 子 模 序列 (Mi) (0 三 i 乏 mz), 使 得 

M 一 MoDMD…- 二 M。 一 0 (严格 包含 )， 

链 的 长 度 是 >〈 连结 " 数 )。M 的 合成 列 是 一 个 极 大 链 ， 即 任何 其 
它 的 子 模 都 不 能 播 人 链 中 : 这 等 于 岗 ， 每 个 商 模 Mi_/M;i (1 气 
1 委 2 ) 是 单 的 ( 即 , 除 了 0 和 它 本 身 之 外 没有 其 它 子 模 ). 

命题 6.7。 假设 M 有 一 个 长 度 为 = 的 合成 列 。 那么 M 的 每 个 
合成 列 有 长 度 "在 对 中 的 每 个 链 都 能 够 扩充 成 一 个 合成 列 . 

证 明 . 令 1(M) 表 示 模 M 的 合成 列 的 最 小 长 度 ( 如 果 儿 没有 
合成 列 , 就 令 1(M) 一 co )， 

i) NC M 一 >1(N) 二 1(M). 令 (Mi) 是 具有 极 小 长 度 
的 合成 列 ,考虑 NN 的 子 模 Ni 一 NM; 由 于 Nj;_ /Ni; ES Mi Vi 
且 后 者 是 一 个 单 模 ,我 们 有 Ni_/Ni 一 Mi-VAM; 或 者 Vi 一作， 
因此 ， 拿 掉 重 复 项 ， 我 们 得 到 六 的 一 个 合成 列 , 所 以 ICV) 所 
1(M) 如 果 7(N) 一 1(M) 一 2, 那么 Ni/N; 一 Mj/Mi, 对 于 
每 个 i 一 1,，2,…, 7n; 因此 Mo。 一 NM。 一 Na 最 
后 M 一 N. 

ip) 在 M 中 的 任何 链 有 长 度 二 1 (M). 令 允 一 Mo DDM 是 
长 度 为 的 一 个 链 。 那 么 根据 说 我们 有 1CM)>>1(M3) > > 
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1(M#) 一 0， 因此 1(M) 之 . 

道 ) 考虑 M 的 任何 合成 列 。 如 果 它 有 长 度 ,那么 根据 也) 
三 1(M);， 由 1(M) 的 定义 ,一 1(M). 因此 所 有 合成 列 有 
相同 的 长 度 . 最 后 , 考虑 任何 链 .。 如 果 它 的 长 度 是 1 CM ), 根据 
让 )， 它 必须 是 合成 列 ; 如 果 它 的 长 度 二 1(M), 那么 它 不 是 合成 
列 ， 因 此 不 是 极 大 链 ， 于 是 新 的 项 可 插入 链 中 ， 一 直到 长 度 达 到 
iM) 为 止 。 者 

命题 6.8。 M 有 合成 列 所 > M 满 足 两 个 链条 件 ， 

和 证明. 一 > : 在 中 的 所 有 链 都 具有 有 界 长 度 ; 因 此 a. c.<. 
和 d.c。c. 都 成 立 ， 

< 天 : 如 下 地 构造 一 个 MM 的 合成 列 。 根据 (6.1), M 一 Mo 满 
足 极 大 条 件 , 它 有 一 个 极 大 子 模 MIC Mo。 同样 地 M, 有 一 个 极 
大 子 模 M; C M1， 等 等 。 因此 我 们 得 到 一 个 严格 下 降 链 Mo 之 
M，…， 根 据 d. cc., 它 必须 是 有 限 的 ,， 因此 它 是 M 的 合成 
列 ， 和 

满足 a. c. c. 和 d. c. c. 的 模 称 为 有 限 长 度 模 ， 根据 (6.7)， 
M 的 所 有 合成 列 有 相同 的 长 度 7(M)， 称 为 AM 的 长 度 。 把 Jordar- 
Halder 定理 用 于 有 限 长 度 模 : 如果 (Mijrcics 和 (Mi;)o<i<。 是 
M 的 任何 二 个 合成 列 ， 那么 在 商 模 集合 (Mi-VMi)i<s 和 
(MiAs/ Mijgis<n 之 间 存 在 着 一 一 对 应 ， 且 对 应 的 商 模 是 同 构 的 。 
证 明 与 有 限 群 的 情形 是 相同 的 . 

命题 6.9。 长 度 人 人 MD) 是 在 所 有 有 限 长 度 4- 模 类 上 的 一 个 加 
性 函数 . 

证 明 . 我 们 需要 指出 ,如 果 0 一 Mi 芭 MSM“ ->0 是 一 个 
正 合 序列 .那么 1(M) 一 1(M') 十 1(M”). 取 M' 的 任何 合成 
列 在 & 之 下 的 像 和 M” 的 任何 合成 列 在 8 之 下 的 原 像 ， 它们 一 起 
给 出 MM 的 一 个 合成 列 , 因 此 命题 成 立 . 

考虑 域 和 上 模 , 即 *- 向 量 空间 这 个 特殊 情形 : 

命题 6.10。 对 于 人 向 量 空间 了 ,下面 的 条 件 是 等 价 的 : 

i) 有 限 维 数 ; 
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i) 有 限 长 度 ; 

ii) a. c. cs; 

iv) d. ¢. c., 

而 且 , 如 果 这 些 条 件 满足 , 则 长 度 = 维 数 . . 

证 明 . 划一 之 站) 是 初等 的 ;由 (6.8) 有 五 ) 一 > 过) ,和 一 > iv )。 
剩 下 要 证 明 下) 一 i) 和 iv) 一 > 让 .假设 让 不成立, 那么 存在 一 
个 由 了 的 线性 无 关 元 构成 的 无 限 序 列 (x。) >。、 令 U。( 或 F。) 是 
由 mv， Xs (或 Tnt+1) rnt2>***) 张 成 的 向 量 空 间 . 那么 链 
《7。) > (或 《V。) ss1) 是 无 限 的 且 严 格 上 升 的 〈 或 严格 下 降 
的 )， 。 量 

系 理 6.11。 令 4 是 一 个 环 ， 它 的 零 理 想 是 极 大 理想 的 乘积 
m ms。 (不 一 定 不 同 )。 那么 4 是 Noether 环 当 且 仅 当 A4 是 Artin 
环 ， 

证 明基 虑 理想 链 4 字 mm 二 mm ma 全 -全 mm 一 10. 
每 个 因子 me- my am 是 域 4/m; 上 的 向 量 空间 ， 因 此 ,对 
每 个 因子 , a. c. c. < 和 > dc. c, 重复 使 用 (6.3) 可 得 : 对 每 个 因子 
的 ac. c. (或 dc  c.)<> 对 4 的 a. c. <c. (或 d. 6c. c.)， 因 此 
对 4A, a. c. ce.<>d. ec. c.. 图 


习 题 


1， i) 设 M 是 一 个 Nocther 4- 模 ,wu: M 一 M 是 一 个 模 同 态 . 
如 果 * 是 满 的 ,那么 x 是 同 构 . 
六) 如 果 邓 是 一 个 Artin 4- 模 ,而 zx 是 单 的 , 那么 x 也 是 同 构 ， 
[为 了 证 明 i)， 考虑 子 模 Ker (w*), 为 了 证 朋 ,考虑 商 
模 Coker (wu*),] 
. 设 邓 是 4- 模 . 如 果 民 的 有 限 生 成 子 模 构 成 的 任意 一 个 非 空 集 
合 都 有 极 大 元 ,那么 M 是 Noether 模 . 
设 M 是 4- 模 ,并 设 N,N 是 M 的 子 模 .如果 M/N,，M /N, 都 
走 Noether 模 , 那 么 M/CNnN:) 也 是 Noether 模 。 将 上 面 的 
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Noether 模 改 为 Artin 模 , 也 有 类 似 结论 ， 

4. 设计 是 Noether 4- 模 ,并 设 4 是 M 在 4 中 的 零 化 子 , 证 明 4 /a 
是 Noether 环 . 

如 果 在 这 个 结果 中 用 “Artin” 模 代替 “INoether” 模 ， 它 
是 否 还 正确 ? 

5. 拓扑 空间 天 称 为 Noether 空间 ， 如 果 和 的 开 子 集 满 足 升 链条 
件 (或 等 价 地 说 , 极 大 条 件 )， 因 为 团子 集 是 开 子 集 的 补 集 ， 上 
述 要 求 也 可 叙述 为 闭 子 集 适 合 降 链条 件 (或 极 小 条 件 )， 证 明 ， 
如 果 X 是 Noether 空间 ,那么 XX 的 任 一 子 空间 仍 是 Noether 空 
间 , 而 且 X 是 拟 紧 的 . 

6. 证 明 下 述 条 件 等 价 ; 

i) 义 是 Noether 空间 . 
二 ) 和 的 任 一 开 子 空间 是 拟 紧 的 . 
iiy 的 任 一 子 空间 是 专 紧 的 ， 

7. Noether 空间 是 有 限 个 不 可 约 闭 子 空间 的 并 . [考虑 多 的 不 是 
有 限 个 不 可 约 闭 子 空间 的 并 的 那些 闭 子 集 构成 的 集合 之 .] 因 
此 ，KNoether 空间 的 不 可 约 分 支 所 构成 的 集合 有 限 . 

8. 如果 4 是 Noether 环 , 悄 人 么 Spec 《A ) 是 Noether 拓扑 空间 . 反 
之 是 否 正 确 ? 

9. 从 第 8 题 扒 出 ，Noether 环 中 极 小 素 理想 的 集合 是 有 限 的 . 

10. 如 果 M 是 (在 任意 环 4 上 的 ) Noether 模 ， 那 么 Supp《M) 是 
Spec《A4) 的 闭 Noether 于 空间 . 

11. 设 了: 4 ->B 是 一 个 环 同 态 ,并 假设 Spec (8) 是 Noether 空 
间 ( 见 习题 5). 证 明了 映射 启 ;Spec《B) -> Spec 《4A) 是 闭 映 射 
当 且 仅 当 有 上 升 性 质 ( 见 第 坪 章 ,习题 10). 

12. 设 4 是 环 , 且 Spec《4) 是 Noether 空间 ， 证 有 明 4 的 素 理 想 集 
合 往 足 升 链条 件 ， 逆 命题 是 否 成 立 ? 
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第 七 章 ”Noether 环 


我 们 回忆 一 下 , 环 4 称 为 Noether 环 , 如 果 它 满足 下 面 的 三 个 
等 价 条 件 : 

1) 4 中 的 每 个 非 空 理想 集合 有 一 个 极 大 元 。 

2) 4 中 的 每 个 理想 升 链 是 稳定 的 . 

3) 4 中 的 每 个 理想 是 有 限 生成 的 ， 

(这些 条 件 的 等 价 性 在 (6.1) 和 (6.2) 中 已 证 明 .) 

在 交换 代数 中 ，Noether 环 是 最 重要 的 一 类 环 . 在 第 六 章 中 ， 
我 们 已 经 看 到 了 一 些 例 子 . 在 这 章 , 我 们 将 首先 指出 ，Noether 环 
经 过 备 种 常见 的 运算 仍然 得 到 Noether 环 特别 ， 我 们 证 明 著 
名 的 Hilbert 基 定 理 。 然 后 ,由 Noether 条 件 出 发 , 再 进行 一 些 重 
要 的 推导 ,其 中 包括 准 素 分 解 的 存在 性 . 

命题 7.1.。 如 果 4 是 Noether 环 ， 中 是 4 到 环 B 之 上 的 一 个 
辣 态 ,那么 B 也 是 Noether 环 ， 

证 明 . 因为 B 兰 4/a， 其 中 a 一 Ker($). 根据 (6.6), B 
是 Noether 环 ， | 

命题 7.2。 令 4 是 8 的 子 环 , 假 设 4 是 Noether 环 , 且 作为 
4- 模 是 有 限 生成 的 。 那 么 B《 作 为 一 个 环 ) 是 Noether 环 . 

证 明 . 根据 (6.5), 8B 作为 4- 模 是 Noether 模 , 因 此 作为 下- 
模 也 是 Noether 模 ， | | 

例 ， 了 一 Z [i 是 Gauss 整 环 . 根据 (7.2)，B 是 Noether 
环 . 更 一 般 地 ,任何 代数 整数 环 都 是 Noether 环 . 

命题 7.3- 如 果 4 是 Noether 环 ，S 是 4 的 任何 科 法 封闭 子 
集 , 那 么 SS74 是 Noether 环 . 

证 明 . 根据 〈3.11 一 六 ) 和 《1.17 一 返 ))，S-14 的 理想 和 4 
的 局 限 理想 一 一 对 应 , 且 此 对 应 保持 序 关 系 , 因 此 5 -4 的 理想 满 
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是 极 大 条 件 . 〈 另 一 个 证 明 : 如 果 a 是 4 的 任何 理想 , 那么 a 有 一 
个 有 限 生成 元 集合 ， 设 为 zx 显然， Sa 由 +1/1,*………， 
xa/1 生成 .) 入 

系 理 7.4。 如 果 了 是 Noether 环 ,p 是 4 的 一 个 素 理 想 ,那么 
A。 是 Noether 环 . 图 

定理 7.5。 (Hilbert 基 定 理 )。 如 果 4 是 Noether 环 , 那 么 多 
项 式 环 4 [x] 是 Noether 环 。 

证 明 .， 仿 a 是 4 [zl 中 的 一 个 理想 . 在 a 中 的 多 项 式 的 
首 项 系数 构成 4 中 的 一 个 理想 !， 由 于 4 是 Noether 环 , 所 以 1 是 
有 限 生成 的 ; 壁 如 说 由 a1,"… ,a4 生成。 对 于 每 个 一 1， 了 
存在 一 个 多 项 式 € 4 [x], f 一 ajx"i 十 《 低 次 项 )。 令 > 一 max ri, 


fi 在 4 [zl 中 生成 一 个 理想 a S %. 

令 了 一 axzm 十 ( 低 次 项 ) 是 a 的 任何 一 个 元 素 , 我 们 有 a€l. 
如 果 m 之 r， 写 出 a 一 Zoo 其 中 wi€ 4; 那么 -Bwifix” 
在 a 中 ,而 且 次 数 二 m. 不 断 地 用 这 种 方法 ,我 们 可 以 从 f 不 断 地 
减 去 a 的 元 素 , 直 到 得 出 一 个 次 数 过 ” 的 多 项 式 g 为 止 ; 于 是 ,我 
们 有 f=g 十 4， 其 中 h€a. 

令 M 是 由 1, x,*…*，x”! 生成 的 4- 模 ， 那 么 我 们 已 经 证 明 
了 a 一 (a 站 M) 十 a， 现在 MW 是 有 限 生成 4- 模 ,根据 (6.5),M 是 
Noether 模 , 办 此 根据 (6,2) an M (作为 4- 模 ) 是 有 限 生 成 的 ， 如 
果 gy，,……， gm 生成 anM， 显 然 , 大 和 8 生成 a。 因此 a 是 有 
限 生成 的 。 所 以 4 [x] 是 Noether 环 。 图 

注 记 ， 命题 4 是 Noether 环 一 >4 [ [x]] 是 Noether 环 ” 
也 成 立 (4 [fiz]] 是 系数 在 4 中 的 * 的 形式 窘 级 数 环 )， 这 命题 
的 证 明和 (7.5) 的 证 明 几 平平 行 ,只 是 要 由 属于 a 的 短 级 数 的 最 低 
次 项 出 发 ， 这 证 明了 也 可 见 (10.27)， 

系数 7.6。 妇 果 了 是 Noether 环 , 那么 4 [xi,.…:, xn] 也 是 
Noether 环 . 

征明. 利用 (7.5), 对 ”施行 归纳 法 。 可 
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系数 7.7。 令 B 是 一 个 有 限 生成 4- 代数。 如果 4 是 Noether 
环 , 那 么 BB 也 是 Noether 环 , 

特别 ,每 个 有 限 生成 环 和 域 上 的 每 个 有 限 生成 代数 是 Noether 
环 . 

证 明 . B 是 多 项 式 环 4[w，*…， xs] 的 同 态 像 ,而 由 (7.6)， 
A[xis**' xn] 是 Noether 环 。 LJ 

命题 7.8.。 令 4CBCC 是 环 . 假设 4 是 Noether 环 而 C 
作为 4- 代 数 是 有 限 生成 的 ， 且 C 或 者 (i) 作为 8- 模 是 有 限 生 成 
的 ,或 者 (i) 在 B 上 是 整 的 。 那么 B 作 为 4- 代 数 是 有 限 生成 的 . 

证 明 . 由 (5.1) 和 (5.2) 可 推出 ， 条 件 (GD 和 (i) 在 这 种 情 
况 下 是 等 价 的 。 所 以 我 们 可 以 集中 精力 于 (i). 
”人 令 cC 作为 本 代数 由 ma ,xm 生成 ，C 作 为 8- 模 由 
yi19" "9 yn 生成 那么 站 在 表达 式 


Xi = 人 > 1 《2 了 )， (1) 
i 
多 入 = 2 binyt (bx € B). (2) 


令 Bo 是 4 上 的 代数 ， 册 bj; 和 bijx 生成 。 由 于 A 是 Noether 环 ， 
由 《7.7)，Bo 也 是 Noether 环 , 而 且 A4 守 BoCB. 

C 的 任何 元 素 是 系数 在 4 中 的 x; 的 多 项 式 ， 将 (1) 代入 并 且 . 
重复 使 用 (2) 可 得 : C 的 每 个 元 素 是 系数 在 Be 中 的 yj 的 线性 组 
合 , 因此 C 作 为 Bo- 模 是 有 限 生 成 的 . 因为 Be 是 Noether 环 ， B 
是 C 的 于 模 ， 所 以 (由 (6.5) 和 (6.2)) 推出 B 作 为 Bo- 模 是 有 限 
生成 的 。 由 于 Bo 作为 4- 代 数 是 有 限 生 成 的 ,于 是 可 得 B 作为 4- 
代数 是 有 限 生成 的 ， 一 

命题 1.9。 令 是 成 ,，E 是 有 限 生 成 代数。 如果 EE 是 域 ， 
那么 它 是 的 有 限 代数 扩张 . 

证 明 .， 令 瑟 一 Lx,*…*, za] 如果 EE 在 上 不 是 代数 的 ， 
那么 我 们 可 以 重 排 +i, 使 得 x+y,*…*, x 在 & 上 是 代数 无 关 的 ， 其 
中 之 1 xr- -> Xr 中 的 每 一 个 在 域 F 一 Rr ry) 上 
是 代数 的 。 因此 EE 是 的 有 限 代数 扩张 、E 作为 F- 模 是 有 限 生 
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成 的 ， 对 于 对 下 所 下 应 用 (7.8), 可 得 是 有 限 生成 入 代 数 ， 
记 FF 一 [yy]. 每 个 y; 具 有 形式 jgj， 其 中 方 和 g; 
是 x1，,-……, x 的 多 项 式 . 

现在 ,在 坏 fx,-…, x;] 中 存在 无 穷 多 个 不 可 约 多 项 式 ( 采 ， 
用 欧 几 里 得 的 关于 存在 无 穷 多 个 素数 的 证 明 )。 因此 存在 一 个 与 
每 个 gj; 都 互 素 的 不 可 约 多 项 式 4( 例 如 ，g 8 十 1 的 一 个 不 可 
约 因 式 就 是 这 样 一 个 4)， 于 是 下 的 元 素 7 不 可 能 是 y; 的 多 项 
式 ， 这 样 得 到 矛盾 . 因此 EE 在 上 是 代数 的 , 于 是 有 五 是 & 的 有 
限 代数 扩张 . 。” 

系 理 7.10。 令 太 是 域 , 4 是 有 限 生成 和 代数. m 是 4 的 一 个 
极 大 理想 .那么 , 域 4/m 是 & 的 有 限 代数 扩张 . 特别 ,如 果 《是 
代数 闭 的 ,那么 4/m 尘 义 . 

证 明 ， 在 C7.) 中 ,; 取 EA/m.， 是 

《7.10) 是 所 谓 Hilbert 零点 定理 的 “ 弱 ” 形 式 ， 这 里 的 证 明 是 
由 Artin 和 Tate 给 出 的 。 关于 它 的 几何 意义 和 定理 的 “ 强 ” 形 
式 ; 见 这 章 后 面 的 习题 . 


Noether 环 中 的 准 素 分 解 


下 边 的 两 个 引 理 指出 ,在 Noether 环 中 每 个 理想 关 (1) 有 一 个 
准 素 分 解 . 

理想 a 叫 作 不 可 约 的 ,如 果 

na 一 bc= 字 (aa 一 pb 或 aa 一 c)， 

引 理 7,11。 在 Nocther 环 4 中 ,每 个 理想 是 有 限 个 不 可 约 理 

证 明 . 假设 引 理 不 成 立 , 那 么 在 4 中 的 不 是 有 限 个 不 可 约 理 
想 交 的 理想 集合 是 非 空 的 , 因此 有 极 大 元 4。 由 于 a 是 可 约 的 , 我 
们 有 a 一 bNec 其 中 5 二 a 和 fa 于 是 8 和 都 是 有 限 个 不 
可 约 理 想 的 交 , 所 以 a 也 是 有 限 个 不 可 约 理 想 的 交 , 得 到 矛盾 。 四 

引 理 7.12。 在 Noether 环 中 ,每 个 不 可 约 理想 是 准 素 的 ， 
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证 明 . 过 渡 到 商 环 ,只 要 证 明 “ 如 果 零 理想 是 不 可 约 的 ,那么 
它 是 准 素 的 ”， 令 xy = 0,y 关 0, 考虑 理想 链 Ann(x) 忆 Ann(x?) 
三 -……。 根据 a. cc. c.， 这 个 链 是 稳定 的 ， 即 ， 对 茶 个 w, 我 们 
有 Ann 《x") 一 Ann 《x"+1) 一 .…。 由 此 得 出 (xn GD) 一 0, 这 
是 因为 如 果 ae (y)， 则 ar 一 0， 如果 a Ex’), 则 4a 一 52x", 因 
此 bx 人 一 0,，b€EAnn (ratl) 一 Ann (x*)， 所 以 px 一 0， 即 
4 一 0. 由 于 (0) 是 不 可 约 的 和 (y) 关 0, 我 们 必须 有 x* 一 0。 这 
证 明了 (0) 是 准 素 的 。 国 

由 这 两 个 引 理 ,我 们 立刻 有 

定理 7.13。 在 Noether 环 4 中 ， 每 个 理想 有 一 个 准 素 分 
解 ， 鄙 

因此 ,第 四 章 的 全 部 结果 都 适用 于 Noether 环 . 

命题 7.14。 在 Noether 环 4 中 , 每 个 理想 a 包 有 它 的 根 的 一 
个 窜 ， 

证 明 .， 令 x xk 生成 r (qa): 有 x?iEna(l1 志 i 志 h). 令 


_ 一 (zi 一 1) 二 1， 那么 ra)” 由 积 地 xz 和 生成， 其 中 


27; 一 m; 由 于 的 定义 ,对 至 少 一 个 指标 i, 有 +; 写 nn;, 因此 每 个 
这 样 的 单项 式 位 于 a 中 ,所 以 + (a)”Ca， 国 

系 理 7.15. 在 Noether 环 中 ,小 根 是 寡 零 的 . 

征明， 在 (7.14) 中 , 取 a 一 《0). 年 

系 理 7.16。 令 4 是 Noether 环 , m 是 4 的 一 个 极 大 理想 ,q 是 
扫 的 任何 理想 .那么 以 下 诸 断 言 是 等 价 的 : 

i) 9 是 m- 准 素 的 ; 

i) 7 (9) = mi 

iii) mr"?CqCm， 对 某 个 zn 汪 > 0. 

证 明 . i) 一 >ii) 是 显然 的 ; iD 二 让: 由 (4.2); 外) 一 > 过): 
由 (7.14)， 坟 ) 一 > i)， 利 用 取 根 : 一 (mr*) 和 x(q) 
Fr (Cn ) 一 mm， 中 

命题 7.17。 令 a 关 (1) 是 Noether 环 4 中 的 一 个 理想 那 
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么 属于 a 的 素 理 想 怡 是 在 理想 集合 (a:x)《x€ 4) 中 出 现 的 素 理 
证 明 。 过 滤 到 4/o。 我 们 可 羽 假定 a 一 0. 令 门 % 一 0 是 


零 理想 的 极 小 准 素 分 解 , p; 是 9 的 根 ， 令 o 一 1 9; 到 0. 那么 


由 (4.5) 的 证 明 ? 对 于 wm 中 的 任何 x 0， 我 们 有 > (Ann(e]) 一 pi, 
所 以 Ann (xz) Ep. 

由 于 中 是 p 一 准 素 的 ,由 (7,14) 知 道 ,存在 一 个 整数 mx, 使 得 
, P” 二 9 于 是 ap? 三 mfp? qa 站 9 一 0 设 m 之 1 是 使 
qip? 一 0 的 最 小 整数 ， 并 设 x 是 ap? 中 的 一 个 非 零 元 。 那么 
pix 一 0, 于 是 对 这 样 的 x, 我 们 有 Anan(Cx*) 字 pw。 因此 Ann(x) 一 pi. 

反之 ,如果 Ann(x) 是 一 个 素 理想 p, 那么 + (Ann (x) ) 一 p， 
因此 由 (4.5), ? 是 属于 0 的 一 个 素 理想 . 各 


习 题 


1. 设 4 不 是 Nocther 环 ， 令 之 是 4 中 不 是 有 限 生 成 的 理想 的 集 

人 台 。 证 明 Z 有 极 大 元 , 且 之 中 极 大 元 是 素 理 想 . 

[ 令 a 是 > 中 的 一 个 极 大 元 ， 设 有 x ,yeEd4d 使 x&a， 
y 交 ao xy&€ aq. 说 明 存 在 有 限 生成 的 理想 oo Sa, 使 十 (x) 一 
a 二 (x); 上 是 a 一 gg 十 x(a:x+). 由 于 (a:x) 严格 包含 a, 它 是 
有 限 生 成 的 ;于 是 a 也 是 行 限 生成 的 .] 

因此 ,一 个 环 , 若 其 中 每 个 素 理 想 都 是 有 限 生成 的 , 它 必 
是 Noether 环 (I. SS. Cohen). 


w 


. 设 4 是 Nosther 环 ,并 设 1 一 >》)asx*€ 4 [[x]]。 证 明 是 宕 
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零 元 , 当 且 仅 当 每 个 a, 是 窜 零 元 . 
. 设 a 是 环 4 中 的 不 可 约 理想 ,那么 下 述 论 断 等 价 : 
i) a 是 准 素 理想 ; 
ii) 对 A 中 每 个 乘法 封闭 子 集 S, 有 x€5, 使 (ST'a) = 
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(na:x). 
证 ) 对 每 个 x€ 4， 序 列 (a:x*) 是 稳定 的 ， 


4. 下 列 哪些 环 是 Noether 环 ? 


a 


-3 


i) 在 圆周 zl 一 1 上 没有 极点 的 z 的 有 理沙 数 环 ， 

ii) 具有 正 的 收 伍 半径 的 = 的 究 级 数 环 . 

证) 县 有 无 限 收敛 半径 的 > 的 震级 数 环 . 

iv) 其 前 & 阶 微 商 在 原点 为 零 的 x 的 多 项 式 全 你 所 成 的 环 
《这 里 《是 固定 整数 ), 

v)》 其 对 @ 的 偏 微 商 在 z 一 0 处 为 零 的 , 变 元 xz， w 的 多 项 
式 的 全 体 所 成 的 环 . 

在 上 述 所 有 情况 下 系数 都 是 复数 . 


. 设 4 是 Noether 环 ，B 是 有 限 生 成 4- 代 数 ,G 是 下 的 一 些 4- 目 


同 构 组 成 的 一 个 有 限 群 ，8< 是 3 的 在 G 中 每 个 元 素 的 作 用 之 
下 都 保持 不 动 的 元 素 的 全 体 所 组 成 的 集合 . 证 明 B“ 是 有 限 生 
成 4- 代 数 . 


.如 果 有 限 生成 的 环 玉 是 域 , 它 必 是 有 限 域 . [如 到 的 特征 为 零 ， 


我 们 有 Z CQ Sk， 由 于 K 在 Z 上 是 有 限 生成 的 , 它 在 QQ 上 
有 限 生成 . 由 (7.9) 它 是 有 限 生成 的 QQ- 模 . 用 (7.8) 得 到 巴 
盾 . 因此 下 的 特征 盖 0， 因 此 , 它 作 为 Z/(p)- 代数 是 有 限 
生成 的 . 使 用 (7.9) 可 完成 证 明 .] 


. 设 X 是 由 一 族 方程 fo (4 ts) 二 0 Ca€ 1) 给 出 的 一 个 仿 


射 代数 艇 (第 一 章 ， 习 题 27). 证 明 存 在 工 的 有 限 子 集 1o, 使 X 
可 由 方程 所 (有 tr ) 一 0，awe 7o 给 ， 


8. 如果 4 [x] 是 Noether 环 : 问 4 是 否 一 定 是 Noether 环 9 


VD 


. 设 4 是 环 ,适合 


(1) 对 4 的 每 个 极 大 理想 m, 局 部 环 4w 是 Noether 环 ; 
《2) 对 4 中 每 个 x 六 0，A4 中 含 * 的 极 大 理想 的 集合 是 有 限 
证 明 4 是 Noether 环 . 
[ 没 ae 关 0 是 4 中 一 个 理想 。 设 mm 是 含有 a 的 
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极 大 理想 ， 取 a 中 非 零 元 zo, 令 mi ,mr 是 含有 各 的 极 
大 理想 . 由 于 mr ，rmrt 不 含 9, 存在 x; Ea 而 x 站 m4 
(1 过 j 达 s). 由 于 每 个 4 《1< 委 1< 委 >) 是 Noether 环 , a 
在 4。 中 的 扩 理 想 是 有 限 生 成 的 .因此 a 中 存在 一 组 元 素 
x+ xz 它们 在 4 中 的 象 生成 4ua 对 工 一 1， 
r。 设 m 一 (xo，*…*，, x1). 证 明 对 每 个 极 大 理想 mr, om 与 a 在 
4。 中 的 扩 理 想 相 同 , 由 (3.9) 推出 一 a.] 


. 设 M 是 一 个 Noether 4~ 模 ,证明 M [x] (第 二 章 , 习题 6) 是 


一 个 Noether A [x]- 模 . 


. 设 4 是 环 , 并 设 它 的 每 个 局 部 环 4。 是 Noether 环 ， 间 4 是 否 


一 定 是 Noether 环 ? 


. 设 4 是 琴 , B 是 忠实 平坦 4- 代数 ( 见 第 三 章 , 习题 16)， 如果 


B 是 Noether 环 ,证 有 明 A 是 Noether 环 ,( 使 用 升 链条 件 .) 


. 设 f;:4 一 B 是 有 限 型 的 环 同 态 , 并 设 靖 : Spec(B) 一 Spec( 4) 


是 与 了 相伴 的 映射 ,证 明 1* 的 纤维 是 8 的 Necther 子 空间 . 


零点 定理 , 强 形 式 


. 设 训 是 代数 闭 域 ， 用 4 和 4 表示 多 项 式 环 ka ,to], 设 a 是 4 


中 的 理想 。 设 了 是 由 理想 n 定义 的 如 中 的 簇 ;: 了 一 你 xz 
xcEhlfxz) 一 0，Yf Ea}。. 令 I(V) 是 站 的 理想 , 即 1(V) 
一 fgkedlg(z) 一 0，YrEFi、 那么 1(V) = + (0). 

[显然 有 + (a) 三 1(V). 反之 , 如 1 站 + 《a)， 那 么 存在 
一 个 含有 a 的 素 理想 p, 使 f&p. 设 j 是 1 在 B 一 4/p 中 的 
象 ; 设 C 一 Bj 一 B [1/fl, 令 m 是 C 的 一 个 极 大 理想 :由 于 
C 是 有 限 生 成 的 入 代数 ,由 (7.9) 有 C/m 幸 《.。 设 4 的 生成 
元 所 在 C/m 中 的 象 是 mw， 这 样 定义 了 一 个 点 一 (ro ……， 
xa)《 KR"，T 和 而 这 个 造 法 说 明了 x EV 而 fx) 关 0.] 
设 4 是 Noether 局 部 环 ; m 是 它 的 极 大 理想 ， 是 它 的 同 余 类 
域 . 设 对 是 有 限 生成 4- 模 ,那么 下 述 论 断 等 价 : 

i) M 自 由 ; 
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计 i) M 平 坦 ; 

ii)m@@M 到 4 多 M 中 的 肌 射 是 音 映 射 : 

iv) Tort(4，M ) 一 0. 

[为 证 明 fi) 二 之 i) 设 mx 是 邓 中 的 元 素 ， 它们 
在 M/mM 中 的 象形 成 这 个 向 量 空间 的 一 组 入 基 。 由 (2.8)， 
xi 生成 M， 设 是 自由 4- 模 ,区 co，en 为 基 , 由 由 (er) 
一 xi 定义 $9: fF 一 M。 设 王 一 Ker(). 那么 由 正 合 序 
列 0 一 了 一 下- 一 M 一 0 产生 一 个 正 合 序列 
0O>hA® ERO SHLD M0. 

由 于 k 包 了 和 Ag@M 是 8 上 同一 维 数 的 向 量 空 间 ， 可知 
1@ 4 是 同 构 ， 因 此 《四 五 一 0， 改 外 Nakayama 引 理 知 
E 一 0(E 是 有 限 生 成 的 ,因为 它 是 的 子 模 . 而 4 是 Noether 
环 ).] 


. 设 4 是 Noether 环 ,M 是 有 限 生成 4- 模 ,那么 下 述 条 件 等 价 : 


i) M 是 平坦 4- 模 ; 

让) 对 一 切 素 理想 b，M, 是 自由 4 模 ; 

证 》 对 一 切 极 大 理想 m，4。， 是 自由 4u 模 ， 
换言之 , 平坦 一 局 部 自由 . 《利用 习题 15.) 


. 设 4 是 环 , 邓 是 Noether 4- 模 . 〔〈 仿 照 (7.11) 和 (7.12) 的 证 明 ) 


证 明 M 的 每 个 子 模 必 有 准 素 分 解 (第 四 章 , 习 题 20 一 23). 
设 4 是 Nocther 环 ,p 是 4 的 素 理想 ,M 是 有 限 生成 4- 模 .证 
明 下 述 断 言 等 价 : 

i) 在 MM 中 bp 属 于 人 0; 

ti》 存在 xrEM, 使 Ann (x) 一 p， 

证 ) 存在 M 的 一 个 子 模 与 4/5 同 构 . 

推出 存在 子 模 链 
0CMecCaMcC CCM, 一 M 


使 得 每 个 商 模 Mi/M;-! 形 如 4 /pi 这 里 p; 是 4 的 素 理 想 ， 
设 a 是 Noether 环 4 的 理想 ， 
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十 
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2 


po 
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时 


Q = 门 b; = No 
=1 


F=1 
是 a 作为 不 可 约 理想 的 交 的 两 个 极 小 分 解 ， 证 明 > 一 * 且 
《可 能 在 重 排 5 的 下 标 之 后) rr (BD) 一 > 《6) 对 一 切 
[证 明 对 每 个 i 一 1 7 存在 1 使 
a= bh fbfiofbnfl Nb,.] 
对 模 叙 述 并 证 明 类 似 的 结果 ， 


. 设 和 是 拓扑 空间 ， 设 多 是 具有 下 述 性 质 的 X 的 子 集 集合 中 最 


小 者 。 这 种 集合 包含 一 切 * 的 开 子 集 , 且 相对 于 作 有 限 交 与 求 
补 的 运算 是 封闭 的 . 
i) 证 明 X 的 子 集 EE .多 当 且 仅 当 五 是 形 如 ZnNC 的 集 
合 的 有 限 并 ,这 里 U 是 开 集 而 C 是 闭 集 . 
六 ) 假设 和 不 可 约 ， 又 设 Et 名 ， 证 明 E 在 XxX 中 黎 密 ( 即 
五 一 和 X) 当 且 仅 当 E 包 有 XX 中 的 一 个 非 空 开 集 , 


. 设 和 是 Noether 拓扑 空间 (第 六 章 , 习 题 5) 令 E CX.。 证明 


已 E 多 当 且 仅 当 对 每 个 不 可 约 际 集 Xo CX， 或 者 E 门 Xo 二 
Xo, 或 者 ENXo 包 有 Xo 的 一 个 非 空 开 子 集 。! 假 没 EK ZF. 
那么 使 得 ENX’&.F 的 的 闭 集 X' 构成 的 集合 不 空 , 因 比 
有 一 极 小 元 Xo。 证 明 Xe 不 可 约旦 上 述 二 个 条 件 中 的 任 一 个 
都 引出 结论 王 由 Xe 多 .| 

属于 .多 的 集合 称 作 和 的 可 构造 子 集 . 
设 X 是 Noether 滞 扑 空间 ,而 E 是 X 的 一 个 子 集 . 证 明 互 在 和 X 
中 开 当 且 仅 当 对 每 个 X 中 的 不 可 约 闲 子 集 Xo, 或 者 E 门 Xo= 
多 ， 或 关门 Xo 包 有 Xe 的 一 个 非 空 开 子 集 ， [证 朋 与 习题 
21 类 似 .1 
设 4 是 Noether 环 , f: 4 ->B 是 有 限 型 的 环 同 态 (因此 B 是 
Noether 环 )， 设 了 = Spec (A 人) 一 Spec《(B), 令 所:.Y 一 天 

坪 f 相伴 的 频 射 ， 政 么 Y 的 可 构造 子 集 E 在 睛 之 下 的 象 是 

XX 的 可 构造 子 集 . 

[由 习题 20 只 需 取 EE 一 UN C， 这 里 U 在 Y 中 是 开 集 ， 
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C 在 Y 中 是 闭 集 。 由 于 YY 是 Noether 空间 , 因此 EE 是 拟 紧 的 ， 
所 以 是 形 如 Spec( Bo) 的 开 集 的 有 限 并 ， 于 是 就 化 到 已 一 了 
的 情形 。 为 证 明 1*(Y) 是 可 构造 的 ， 利 用 习题 21 的 判别 准 
则 : 设 X。 是 X 的 不 可 约 闭 子 集 , 使 产 (Y)mnXo 在 Xo 中 称 . 
我 们 有 扬 (YD)N Xo = (fCXO)), fC Ro) = Spec(( A /p) 
名 4B)， 这 里 Xo 一 Spec(4/p). 因此 化 到 4 是 整 环 ，f 为 
单 映 射 的 情况 ， 如 果 Yj,:…,，Y 了 。 是 Y 的 不 可 约 分 支 , 只 和 需 证 
明 某 个 六 (Y;)》 包 有 和 的 一 个 非 空 开 集 . 于 是 最 后 我 们 化 到 
拭 ，B 是 整 环 而 f 是 单 映 射 的 情况 ; 瑚 利 用 第 五 章 习 题 21 即 可 
完成 证 明 .] 


.沿用 习题 23 的 记号 与 假设 ，f* 是 开 上 映射 <> f 有 下 降 性 质 


《第 五 章 , 习题 10)， [假设 有 下 降 性 质 , 如 同 习 题 23， 将 问 
题 归结 为 证 明 E = 招 (Y) 是 多 中 的 开 集 的 情形 。 下 降 性 质 
断言 , 如果 peE, Ph 万 p， 那 么 WEE， 换言之 ， 如 果 Xo 是 
和 的 不 可 约 财 子 集 ， 且 Xo 与 EE 相交， 那么 EXo 在 Xe 中 策 
密 , 由 习题 20 与 习题 22,E 在 Xx 中 开 .] 


. 设 4 是 Noether 环 , f. A4 一 B 是 有 限 型 且 平 坦 的 ( 即 8 作 为 


4- 模 是 平坦 的 )， 那 么 扩 : Spec(B) 一 Spec (4》 是 开 上 映 
射 ， [习题 24 与 第 五 章 习 题 11。] 


Grothendieck 群 


设 4 是 Noether 环 ， 用 F(A4) 表示 有 限 生成 4- 模 的 一 团 同 
构 类 共和 集合 。 设 C 是 由 F(A4) 生成 的 自由 交换 群 。 对 每 个 
有 限 生成 4- 模 的 短 正 合 序列 0->M ->M -> M” ->0, 我们 
令 C 中 的 元 素 (M') 一 (M) 十 (M”) 与 之 相应 , 这 里 (M ) 是 
MM 的 同 构 类 ,等 等 ， 设 DD 是 所 有 与 短 正 合 序 列 相 应 的 元 素 生 成 
的 C 的 子 群 , 商 群 C/D 称 作 4 的 Grothendieck 群 , 用 KK (A) 
表示 . 如 果 MM 是 有 限 生成 4- 模 , 令 Y(M) 或 7s4(M) 表 
(M) 在 KK(4) 中 的 象 . 

i) 证 明 K (4》 有 下 述 泛 性 质 : 对 定义 在 有 限 生 成 4- 模 
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的 类 上 而 取 值 在 一 交换 群 C 中 的 加 性 函数 2， 存在 唯一 
的 同 态 40 :KC(4) 一 G, 使 2(MD) 一 z(C7YCMD))， 对 
一 切 M. 

ii) 证 明 KK(4) 是 由 元 素 Y (4/p) 生成 的 , 这 里 p 是 4 的 
素 理 想 [ 利 用 习题 18]. 

ii) 如 果 4 是 域 ， 或 更 一 般 地 ,如 果 4 是 主 理 想 整 环 ， 那 么 
K(A)Z. 

iy) 设 f: 4 一 B 是 有 限 环 同 态 ， 证 有 明 纯 量 的 局 限 产 生 一 
个 同 术 1: K{B) 一 KK(4), 使 得 f(7Ys(N)) 一 7x(N) 
对 其 个 B~ 模 N， 如 果 g: B 一 C 是 另 一 有 限 环 同 态 ， 
证 明 (gof), 一 fog,. 

27. 设 4 是 Noether 环 , 并 设 F,《4) 是 一 切 有 限 生成 的 平坦 4- 
模 的 同 构 类 集合 . 重复 习题 26 的 造 法 ,我 们 得 到 一 个 群 
Ki((A). 用 YT.(M) 表 (M ) 在 K(C4) 中 的 象 . 

i) 证 明 模 在 4 上 作 张 量 积 导出 K,(4) 上 一 个 交换 环 结构 ， 
使 得 7Y,《(M) .Yi1(N) 一 71(M @N). 这 个 环 的 单位 
元 是 7Y.( 4A). 

ii) 证 明 张 量 积 导 出 群 KC(4) 上 的 K 《A) 模 结构 ， 使 得 
Y(M): 7(N)= 7(M ®@N). 

过) 如 果 4 是 (Nocther) 局 部 环 , 那 么 K,(4) 衬 这 . 

iv) 设 1: 4 一 了 有 是 环 间 态 ,了 3 是 Noether 环 ， 证明 纯 量 扩 
张 产 生 一 个 环 周 态 jf: Ki1(4) 一 K,《B) 使 得 (7， 
(M)) 一 7.(B @@ 4M).，[ 如 果 M 在 4 上 平坦 且 有 限 生 
成 ,那么 B @ syM 在 B 上 也 平坦 且 有 限 生成 .] 如 果 
g: B 一 C 是 另 一 个 环 周 态 (这 里 C 是 Noether 环 ), 那 
么 (fog)' 一 了 eg 

Y) 如 果 f: 4 一 也是 有 限 环 同 态 ,那么 

ff' Cr)y) = xf,ly) 
对 x EK1(4)，y 《KK(B).， 换言之 ,通过 纯 量 局 限 把 
kK(B) 看 作 Ki(A)- 模 , 闻 态 是 把 (4)- 模 同 态 ， 
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注 记 由 于 F, (4) 是 F (4) 的 子 集 ， 我 们 有 群 同 态 
£: Ki,(A)— K(.4), 它 由 a(T,(M))=7(M) 给 出 ， 如 
果 环 4 是 有 限 维 的 旦 是 正则 的 , 即 如 果 它 的 所 有 局 部 环 4, 都 
是 正则 的 (第 十 一 章 ), 就 能 证 明 。 是 同 构 ， 
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”第 人 入 章 ”Artin 环 


一 个 Artin 环 是 满足 理想 降 链条 件 《 或 等 价 地 , 极 小 条 件 》 
的 环 . 

表面 看 ， Artin 环 和 Noether 环 是 对 称 的 ,然而 这 是 误解 . 事 
实 上 ,我 们 将 证 明 Artin 环 必 是 Nocther 环 , 而 且 是 一 种 类 型 很 特 
殊 的 Noether 环 。 在 某 种 意义 上 ，Artin 环 是 域 之 后 的 一 种 最 简 
单 的 环 :我 们 研究 它 不 是 由 于 它 的 一 般 性 而 是 由 于 它 的 简单 性 . 

命题 8.1i。 在 Artin 环 了 中 ,每 个 素 理想 部 是 极 大 的 . 

证 明 . 设 p 是 4 的 一 个 素 理 想 , 则 8B 一 4/p 是 一 个 Artin 整 
环 . 设 x+€B， x 站 0， 由 降 链 条 件 有 《x”) 一 《x”*1) 对 其 个 m， 
因此 xz 一 xy， 对 某 个 yE B.。 因为 B 是 整 环 入 x 关 0， 我 们 
可 消去 x” 而 得 到 xy 一 1。 因此 * 在 B85 中 有 逆 ， 于 是 8B 是 域 ， 所 
以 b 是 一 个 极 大 理想 。 ”时 

系 理 8.2。 在 Artin 环 中 小 根 等 于 大 根 . ”年 

命题 8.3. 一 个 Artin 环 只 有 有 限 个 极 大 理想 . 

证 明 . 考察 所 有 有 限 交 mm: … 们 m 梅 成 的 集合 , 其 中 mi 
是 极 大 理想 。 这 个 集合 有 一 极 小 元 素 。 设 为 人们 … 站 It,。 因 此 
对 任 一 极 大 理想 m, 有 mw 人 一 个 mt 一 抽 作 "… 介 ms， 于 是 
mm 人 mn， 由 (1 Dm 对 某 个 1， 因为 mi 极 大 ， 故 
m 一 Ti。 孚 

命题 84。 在 Artin 环 中 ,小 禄 多 是 军 零 理想 . 

证 明 . 由 降 链条 件 , 我 们 有 NX* 一 R11 一 .… 一 a， 对 某 个 
放 0. 假定 a 站 0， 并 设 了 是 所 有 满足 条 件 ab < 0 的 理想 8 的 
集合 。 因为 a€ 了 ， 歼 了 非 空 。 设 t 是 的 极 小 元 。 于 是 存在 
x Er， 使 得 xa 关 0 因 (x) Ee, 由 c 的 极 小 性 得 (x) 一 ec 但 
(xzaj)a 一 xz 一 xe 关 0， 且 xa 忆 (x)， 因 此 ra 一 (x) ( 仍 利 用 
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极 小 性 六 于 是 xz 一 zy， 对 某 个 yea。 因 此 有 xz 一 zy 一 zx) 一 
"一 x 一 …-， 但 yeéa 一 MtCR, 故 y 是 客 零 元 ， 所 以 

* 一 zy” 一 0. 这 与 x 的 选 法 矛盾 ,所 以 a 一 0.。 年 

环 4 的 一 个 素 理 想 链 指 的 是 一 个 有 限 的 严 烙 增 序列 po 忆 pCS 
… CC ps， 这 个 链 的 长 度 是 na。 我 们 定义 4 中 所 有 素 理想 链 的 长 
度 的 上 确 界 为 4 的 维 数 ， 它 是 一 个 0 的 整数 或 是 二 co (假定 
4 < 0)， 域 的 维 数 是 0, 环 Z 维 数 是 1. 

定理 &5。 环 A4 是 Artin 环 志 > 4 是 Noether 环 且 dim4 一 0. 

证明， 一 > : 由 (8.1) 我 们 有 dim4 一 0. 设 m(l i 所 1) 


是 4 的 不 同 的 极 大 理想 (8.3), 则 ]Jm cc( 作 mm) 一 一 0， 
i=1 iml 


因此 由 (6.11)4 是 Noether 环 。 
< 一 : 因 零 理想 有 准 素 分 解 47.13)，4 只 有 有 限 个 极 小 嵌 理 


想 , 又 由 dim4 一 0, 它们 都 是 极 大 的 . 不 仿 设 习 一 站 mi 由 (7.15) 
， i=1 


有 mt 一 0， 于 是 如 证 明 的 前 一 部 分 ,有 了] 一 0。 放电 (6.11) 


知 A 是 Artin 环 , [J 

车 4 是 局 部 Artin 环 , 它 的 极 大 理想 为 m, 则 m 是 4 的 仅 有 
的 素 理 想 ， 因 此 是 4 的 小 根 。 这 样 m 中 每 个 元 素 都 是 罕 零 元 , m 
本 身世 是 寡 零 理想 4 的 每 个 元 素 或 是 可 逆 元 , 或 是 替 堆 元。 这 
种 环 的 一 个 例子 是 Z/(p")， 其 中 2 为 素数 而 > 1. 

命题 8.6。 设 4 是 一 个 Noether 局 部 环 , m 是 它 的 极 大 理想 ， 
则 F 面 两 陈述 丛 有 一 个 为 真 : 

im” < mt 对 所 及 ; 

im 一 0 对 某 个 #, 此 时 4 是 一 个 Artin 局 部 环 . 

证 明 . 设 对 某 个 和 有 mm 一 me+l，、 由 Nakayama 引 理 (2.6)， 
我 们 有 m” 一 0， 设 p 是 4 的 任 一 素 理 想 , 则 m" 万 p， 于 是 求 根 
可 得 m 一 p.。 因此 m 是 4 仅 有 的 素 理 想 ， 因 此 4 是 Artin 局 部 
| 


ee Ti9， 


定理 8.7。 (Artin 环 的 结构 定理 )。 Artin 环 4 是 有 限 个 Artin 
局 部 环 的 直 积 ,此 直 积 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 . 
征明。 设 m (li<n) 是 4 的 不 同 的 极 大 理想 .从 (8.5) 


的 证 明 中 我 们 有 林 一 0 对 某 个 有 > 0. 由 《1.16) 理想 地 是 
两 两 互 素 的 ,因此 由 (1.10), Nm 一 It， 再 由 (1.10) 推出 自然 
映射 4 一 [La 是 同 构 .每 个 4/m# 是 一 Artin 局 部 环 , 因 
此 4 是 Artin 局 部 环 的 直 积 ， 

反之 ,假定 A 宕 TI 其 中 4; 是 Artin 局 部 环 , 则 对 每 个 


i 有 一 个 自然 满 同 态 (在 第 ; 个 因子 上 的 投影 ) $1: 4 一 A;, 设 
a 一 Ker(4$i;)， 由 (1.10) 这 些 a 两 两 互 素 ,; 且 no 一 0. 设 q; 是 
4: 的 唯一 的 素 理 想 , p; 是 它 的 限制 $7A9;)， 由 (8.1), 理 想 pi; 是 
素 的 ,因此 是 极 大 的 ， 因 为 % 是 办 零 的 ,所 以 a 是 pb 一 准 素 的 , 且 

Na 一 (0) 是 4 中 零 理 想 的 准 素 分 解 。 因为 a; 两 两 互 素 , 故 户 也 
是 如 此 ,从 而 它们 是 《07 的 孤立 素 理想 .。 因此 所 有 谁 素 分 支 a; 箔 
是 孤立 的 ;于 是 由 第 二 唯一 性 定理 (4.11), a; 由 4 唯一 确定 , 故 环 
A; 兰 4/m 也 由 4 唯一 确定 . 他 

例 ， 仅 有 一 个 素 理想 的 环 未 必 是 Noether 环 《 因 此 也 未 必 是 
Artin 环 )。 设 4 一 《[zr……] 是 域 & 上 可 数 无 限 个 未 定 元 
rn 的 多 项 式 环 , a 是 理想 (x 好 ， 妈 ). 环 B= A/a 仅 
有 一 个 素 理 想 《 则 《xi，-… ze) 的 象 )、 因 此 BB 是 维 数 0 的 局 部 
环 ， 但 8B 不 是 Noether 环 , 因为 不 难看 出 它 的 素 理 想 不 是 有 限 生 
成 的 . 

设 4 是 一 局 部 环 , m 是 它 的 极 大 理想 ,太一 4/m 是 它 的 同 余 
类 域 ， 4~ 模 mym? 被 m 堆 化， 因此 有 -向 量 空间 构造 。 如 果 m 
是 有 限 生成 的 (例如 当 4 是 Noether 环 时 ), m 的 生成 元 集合 在 m/m 
中 的 象 将 张 成 向 量 空间 m/m*， 因 此 dime Gm/im?) 是 有 限 的 . ( 见 
(2.8).) 

命题 88。 设 4 是 一 个 Arin 局 部 环 , 则 下 列 陈 述 等 价 ; 
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i) 4 中 每 个 理想 是 主 理想 ; 

ii) 极 大 理想 m 是 主 理想 ; 

ii) dimk (m/m) 入 1 

证 明 。 显然 有 划一 >i) 一 > 这) 

证) ==> 让); 如 果 dimk (m/w) 一 0， 则 m 一 上 m, 则 由 Nakayama 
引 理 (2.6) 有 m 一 0, 这 样 4 是 域 , 没 有 什么 可 证 的 . 

如 果 dimk (mm?) 一 1， 则 由 (2.8) m 是 主 理想 ,〈 取 那里 的 
M 为 m) 设 mm 一 (xz)， 又 设 a 是 4 中 异 于 (0) 或 (1) 的 理想 ， 我 们 
有 由 一 葛 ， 因 此 由 (8.4)m 宕 者、 故 存在 一 整数 ;使 得 a mr， 
a 竺 m1!， 村 是 有 yea， 使 得 》 一 ax',，y 所 《x"T1)， 由 此 椎 出 
a (x)，4 是 4 中 可 逆 元 。 因 此 x Ea， 于 是 mr 一 So 因 
此 a 一 nm 一 (x’)， 所 以 a 是 主 理想 . 外 

例 ， 环 Z/(p”") (p 为 素数 ) 和 环 《 [zx]/CP) (f 为 不 可 约 》 
满足 (8.8)” 的 条 件 。 男 一 方面 Artia 局 部 环 鱼 [x*?, x?]/(x4) 不 
满足 ， 这 时 m 出 和 x (mod x°) 生成 ,因此 Y==0 而 dm 


(m/m’) 一 2. 
习 题 


1. 设 q 间 … 人 站 9 一 0 是 一 个 Noether 环 中 零 理 想 的 一 个 极 小 准 
素 分 解 ， 下 是 pr- 准 素 的 ， Pp??? 是 p; 的 第 7 阶 符号 蜂 ( 第 四 章 ， 
习题 13). 证 明 对 每 个 i 一 1,-…. ,# 存在 一 个 整数 r; 使 得 
hy SC qi。 

假设 9; 是 一 个 孤立 准 素 分 支 。 那么 4,， 是 一 个 Artin 局 部 
环 ,因此 如 果 mi 是 它 的 极 大 理想 ,对 充分 大 的 > 有 tr 一 0， 于 
是 对 这 些 大 的 > 有 9 一 玫 ) 

若 9 是 一 戏 人 准 素 分 支 ; 则 4 不 是 Artin 环 , 关 此 这 些 军 次 
at 都 不 同 ， 改 py? 也 全 不 同 。 因此 在 一 个 给 定 的 准 素 分 解 中 ， 


” 原文 此 处 为 《8. 772， 一 一 译 者 注 
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我 们 可 用 由 p 一 准 素 理想 pi",， 7 之 +; 所 构成 的 无 限 集 合 中 的 任 
一 元 素 去 替换 4;，、 于 是 存在 (0) 的 无 限 多 个 极 小 淮 素 分 解 , 这 些 
分 解 的 差别 仅 在 于 p 一 分 支 不 同 . 


. 设 4 是 Noether 环 . 证 明 下 列 陈 述 等 价 : 


i) 4 是 Artin 环 ; 
i) Spec《4) 是 离散 且 有 限 的 ; 
ii) Spec(4) 是 离散 的 . 


. 设 & 是 一 域 ,4 是 有 限 生成 入 代数 。 证明 下 列 陈述 等 价 : 


i) A 是 Artin 环 ; 

8i) 4 是 一 个 有 限 入 代数 ， 

[为 了 证 划一 > ii)， 用 (3.7) 将 问题 化 到 了 是 Artin 局 部 环 的 
情形 。 由 零点 定理 , 4 的 同 余 类 域 是 的 有 和 限 扩 张 。 然 后 利用 
4 作为 4- 模 具有 有 限 长 度 这 一 事实 。 为 了 证 ii) = 说 ,注意 
4 的 理想 是 +- 商量 子 空 闻 ,因此 满足 降 链 条 件 .] 


- 设 1f: 4 一 8 是 有 限 型 环 同 态 ;研究 下 列 命题 : 


i) 有限; 
i 产 的 纤维 是 Spec (B) 的 离散 子 空间 ; 
ii) 对 4 的 每 一 素 理想 pb, 环 B 思 ,kX(p) 是 有 限 《Cp)- 代 
数 (fk (p) 是 4 的 同 余 类 域 ); 
iv) 借 的 纤维 是 有 限 的 . 
证 明 让 过 让 一 > 证) 一 iv). 【利用 习题 2,3,] 如 果 1 是 整 
的 , 且 产 的 纤维 是 有 跟 的 , f 是 否 一 定 有 限 ? 


.证 明 第 五 章 习 题 16 中 X 是 工 的 有 限 覆 盖 ( 即 位 于 工 中 一 给 定点 


之 上 的 和 的 点 的 个 数 是 有 限 并 且 有 界 )， 


. 设 4 是 一 Nocther 环 , q 是 4 中 一 个 六 准 素 理想 。 考虑 从 9 到 


p 的 准 素 理 想 链 。 证 明 所 有 这 种 链 都 具有 限 有 界 长 度 ， 并 且 所 
有 极 大 链 的 长 度 都 相同 。 
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第 九 章 ” 离 敬 赋值 环 和 Dedekind 整 环 


如 我 们 以 前 所 指出 的 ， 代 数 数论 是 交换 代数 的 历史 的 源泉 之 
一 .在 这 一 章 里 我 们 专门 研究 数论 中 有 兴趣 的 情形 ， 即 Dedekind 
整 环 。 我 们 从 一 般 的 准 素 分 解 定 理 推 出 Dedekind 整 环 中 理想 的 
唯一 分 解 定理 。 虽然 直接 证 明 当 然 是 可 以 的 , 但 人 们 从 我 们 的 方 
法 中 可 以 更 深刻 地 领悟 到 数论 在 交换 代数 中 的 恰当 的 地 位 . 另 一 
类 重要 的 Dedekind 整 环 是 与 非 奇 异 代数 曲线 联系 而 产生 的 。 事 
实 上 ，Dedekind 条 件 的 几何 描述 是 : 维 数 1、 非 奇异 . 

上 一 章 处 理 了 维 数 0 的 Noether 环 ， 现 在 我 们 开始 研究 下 一 
_ 个 最 简单 的 情形 , 即 维 数 1 的 Noether 整 环 ， 也 就 是 每 个 非 零 素 
理想 都 是 极 大 的 Noether 整 环 . 我 们 的 第 一 个 结果 是 在 此 种 环 中 
有 理想 的 唯一 分 解 定理 : 

命题 $1。 设 4 是 维 数 1 的 Noether 整 环 ， 则 4 中 每 一 个 理 
想 a 可 唯一 表 为 准 素 理想 乘积 ,这 些 准 素 理 想 的 根 互 不 相同 . 

证 明 . 由 于 4 是 Noether 环 , 由 (7.13)a 有 一 个 极 小 准 素 分 


解 ¢ 一 门 %， 其 中 每 个 9 是 py- 准 素 的 。 因为 im 4 一 1 且 4 


是 整 环 ，4 的 每 个 非 零 素 理想 都 极 大 ， 因 此 p 是 互 不 相同 的 极 大 
理想 (因为 m 二 全 g 关 0)， 记 以 是 两 两 互 素 的 ， 由 (1.16) 可 得 
9 两 两 互 素 , 再 由 (1.10) 我 们 有 JIq 一 站 9， 因此 a 一 IIq,. 

反之 ,如 果 a 一 Iq， 同样 推理 可 得 a 一 们 q9i, 这 是 a 的 一 个 
极 小 准 素 分 解 , 其 中 每 个 9; 是 一 个 孤立 准 素 分 支 , 因此 由 (4.11)， 
表 靶 是 唯一 的 。 ”一 

设 4 是 一 个 维 数 1 的 Noether 环 ， 它 的 每 个 准 素 理 想 是 一 个 
素 理 想 的 容 .、 由 (9.1) 在 这 样 的 环 中 每 一 非 0 理想 都 能 唯一 地 分 
解 为 素 理 想 的 乘积 ， 如 果 我 们 相对 于 一 非 零 素 理想 p 对 4 作 局 部 


。123。 


化 ,得 到 -- 局 部 环 4,, 满足 和 4 一 样 的 条 件 ， 因 此 4 中 每 个 非 
0 理想 是 极 大 理想 的 究 . 这 种 局 部 环 也 可 用 其 它 办 法 来 刻 划 ， 


离散 赋值 环 


设 天 是 一 域 ，K*+ 一 KM{0} 是 kK 的 乘法 群 。K 上 的 一 个 离散 
峰值 是 一 个 从 K* 到 Z 之 上 的 映射 "使 得 ， 

1) v Cxy) 一 vtrj 十 v (y), 即 v 是 一 同 态 ; 

2) v(x + y) 2 min(v (x), v (y)). 

所 有 使 得 v_ (x) 衬 0 的 x€E K* 和 0 一 起 构成 一 环 ， 叫 做 vz 的 赋 
值 环 , 它 是 域 玉 的 一 个 赋值 环 . 令 v0) 一 十 ， 就 将 ?扩张 到 
整个 入 上 ,有 时 这 是 很 方便 的 . 

例 ， 两 个 典型 例子 是 : 

1) kK 一 QQ. 取 一 固定 素数 p, 则 任 一 非 零 x 人 Q 能 够 唯一 
地 写成 gry 形 , 其 中 <&eZ，y 的 分 子 和 分 母 均 与 乡 互 素 。 定义 
vp (x) 一 4，vp 的 赋值 环 是 局 部 环 Zp). 

2) KK 二 [x]、 其 中 外 是 域 而 * 是 未 定 元 .。 取 一 固定 的 不 可 
约 多 项 式 f Ek [x]， 定 义 vj 如 1)， 则 vw 的 赋值 环 是 [x] 相对 
于 素 理 想 ( 力 的 局 部 环 ， 

一 个 整 环 4 叫 做 离散 赋值 环 ， 如 果 它 的 商 域 K 有 一 个 离散 赋 
值 " 而 4 恰 是 ”的 赋值 环 . 由 (5.18), 4 是 一 局 部 环 ,而 它 的 极 大 
理想 m 由 所 有 满足 v(x) 二 0 的 xEK 组 成 . 

如 果 4 中 两 个 元 素 * 和 y 有 同样 值 ， 即 v(x) 一 v(y)， 则 
v《xy 1) 一 0， 因 此 xy 是 4 中 可 道 元 , 政 (x) 一 (y). 

如 果 a 关 0 是 4 中 理想 ， 则 存在 一 最 小 整数 & 使 得 对 某 个 
+Ea 有 v(x) 一 有， 因此 a 包 有 一 切 满足 (7) 之 8 的 76Ed， 
于 是 4 中 仅 有 的 非 霍 理 想 是 理想 mx 一 {y€ 4:v (y) 宇 《}. 这 些 
理想 形成 了 一 单 链 mm: 一 m3. EN .4 是 Noether 环 。 

更 进一步 ， 因为 v: K* 是 满 的 ， 存 在 xEm 使 得 
v(x) 一 1， 那么 m 一 (x)， mC) (之 1)， 这 样 m 是 4 中 
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仅 有 的 非 零 素 理 想 , 而 4 是 Noether 局 部 整 环 , 维 数 为 1, 它 的 任 
一 非 执 理想 都 是 极 大 理想 的 震 。 事实 上 , 上 面 很 多 性 质 都 是 离散 
赋值 环 的 特征 性 质 . 

命题 92。 设 4 是 维 数 1 的 Noether 局 部 整 环 , m 是 它 的 极 
大 理想 ,一 4/m 是 它 的 同 余 类 域 , 则 下 列 陈 述 等 价 : 

i) 4 是 离散 赋值 环 ; 

ii) 4 是 整 闭 的 ; 

iii) m 是 主 理想 ; 

iv) dimx (m/m) = 1; 

v) 每 个 非 零 理 想 是 m 的 一 个 窜 ; 

vi) 存在 x € 4、 使 得 每 个 非 零 理 想 形 如 (x*),， 之 0. 

证 明 。 在 开始 巡 锭 证 明之 前 , 先 作 两 点 注 记 : 

(4A) 如 a 是 关 0;, (1) 的 理想 ， 则 a 是 m- 准 素 的 且 a 之 m"， 
对 某 个 x.。 因为 m 是 唯一 的 非 零 素 理 想 ， 故 > (a) 一 m， 再 利用 
《7.16) 即 可 ， 

CB) 由 (8.6) 可 得 mn” < me 对 一 切 之 0. 

i 刘 一 >ii) 由 《5.18) 得 出 . 

站 ) 一 > ii) 设 a Em， 4 关 0. 出 注 记 (A7) 存在 一 整数 = 使 得 
mS (0),， m1 入 (a), 选取 56m 2 区 (a)， 设 xz 一 a766 天 

(4 的 分 式 域 ). 我 们 有 zi 和 4 ( 因 8 (4)), 故 x- 1! 在 4 上 不 

是 整 元 ， 由 《5.1) 我 们 有 x im 守 m 《如果 xm m， 则 m 就 是 
一 个 忠实 4 [xz]- 模 ,作为 4~ 模 是 有 限 生成 的 )， 但 由 x 的 构 作 
法 知 x+-im 忆 4， 于 是 rm 二 4， 因 此 1 二 Ax 一 (x). 

i) 一 >iv) 由 (2.8) 有 dimx Cnyn2) 委 1， 再 由 注 记 (B) 有 
m/m? 关 0, 

iv) 一 v) 设 a 是 不 等 于 (0)7 和 (1) 的 理想 。 由 注 记 (A) 有 
a 之 mn 对 某 个 >.。 将 (8.8) 应 用 到 4/m” 上 得 到 a 是 m 的 一 个 

Y) 一 vi)， 由 注 记 《B)m 声 mw， 因此 存在 xEm, xzgm， 但 
下 假设 (x) 一 m, 大 1, (x) 一 mm (x*)~= mt. 
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Vi) 一 让 显然 《x) 一 m， 因 此 由 注 记 (B) (x*) 关 Cxttl)， 
因此 ,如 4 是 4 中 任 一 非 0 元素, 恰 对 一 个 整数 《有 (a) 一 《x*)， 
定义 v (4a) 一 通过 "。 (ep ”一 v(a) 一 v (2) 将 ”扩张 到 
K*， 可 验证 v 的 定义 是 合理 的 而 且 是 一 离散 赋值 , 同时 4 是 ”的 
赋值 环 ， ”里 


Dedekind 整 环 


定理 9.3。 设 4 是 维 数 1 的 Noether 整 环 , 则 下 列 陈述 等 价 : 
i) 4 是 整 闭 的 ; 

ii) 4 中 每 个 准 素 理想 都 是 素 理想 的 一 个 宪 ; 

证) 每 个 局 部 环 4,(p 关 0) 都 是 一 个 离散 赋值 环 ， 

证 明 .， 门 志 > 志 ) 外 (9.2) 和 (5.13) 得 . 

ii) < 之 证 )， 利 用 《9.2) 以 及 由 《4.8) 及 (3.11) 而 得 的 下 述 事 
实 : 准 素 理想 及 理想 的 害 在 局 部 化 下 仍然 分 别 是 准 素 理想 及 理想 
的 寡 . 生 

满足 69.3) 中 条 件 的 环 叫 做 Dedekind 整 环 ， 

系 理 9.4。 在 一 Dedekind 整 环 中 ,每 一 非 零 理想 唯一 分 解 为 
素 理 想 之 积 . 

证 明 . 由 (9.1) 和 (9.3) 得 。 国 

例 . 1) 任 一 主 理想 整 环 4。 4 是 Noether 环 ( 因 为 每 一 个 
理想 是 有 限 生成 )， 并 且 维 数 是 1( 奴 (1.6) 后 的 例 3)， 每 个 局 部 
环 4 人 (p 关 0) 也 是 主 理想 整 环 , 故 由 (9.2) 4, 是 离散 赋值 环 , 因 
此 由 《9.3) 4 是 Dedekind 整 环 。 

2) 天 是 代数 数 域 (Q 的 有 限 代数 扩张 )、 它 的 整数 环 4 是 世 
在 玉 中 的 整 闭 包 . 〈 例 如 , 设 天 一 (0), 则 了 一 民 1，Gauss 整 
数 环 . ) 则 4 是 一 个 Dedekind 环 ; 

定理 9.5。 代数 数 域 的 整数 环 是 Dedekind 整 环 . 

证 明 。 天 是 @Q 的 可 分 扩张 (因为 特征 是 0), 因 此 由 (5.17) 存 
在 K 在 Q 上 的 基 mm，…， v。 使 得 4 各 之 mw， 因此 4 是 有 限 生 
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成 2 模 , 故 是 Noether 环 . 由 (5.5) 4 还 是 整 闭 的 ， 为 完成 证 明 
我 们 尚 须 证 明 4 中 每 个 非 0 素 理 想 皆 极 大 .这 由 (5.8) 和 (5,9) 可 
得 : 由 (5.9) pnZs< 关 0， 因 此 pmnZ 是 乙 中 极 大 理想 ， 于 是 由 
《5.8) p 是 4 中 极 大 理想 ， 田 

注 记 . 唯一 分 解 定 理 (9.4) 本 来 是 对 代数 数 域 中 的 整数 环 
证 的 .第 四 章 的 唯一 性 定理 可 以 看 作 这 一 结果 的 推广 : 索 理 想 短 
代 之 以 准 素 理想 ,乘积 代 之 以 交 ， 


分 式 理想 


4 是 一 整 环 , 天 是 它 的 商 域 ，4 的 分 式 理 想 是 天 的 一 个 4- 子 
模 M ,满足 zxMS4, 对 其 个 4 中 非 0 元 素 x. 特别 "通常 "理想 ( 现 
在 称 整理 想 ) 是 分 式 理想 ( 取 x 一 1)， 任 一 元 素 w€ 生成 一 分 
式 理 想 , 记 为 《oz) 或 (Au), 叫 做 主 理想 。 若 MM 是 一 分 式 理想 ,所 有 
满足 xM 忆 A4 的 x+EK 的 集合 记 为 (4:M). 

KK 的 每 个 有 限 生 成 4- 模 MM 是 分 式 理 想 .因为 如 果 MM 由 x,*………， 
xs《 KK 生成 ;我们 可 写 x = 二 yz 《1 二 ?二 2), 其 中 y; 和 xz 在 
4 中 ,那么 zM ES 4. 反之 ,如果 4 是 Noether 环 , 那么 每 个 分 式 
理想 是 有 限 生 成 的 ， 因 为 分 式 理想 可 表 为 xia 形式 ,a 是 某 个 整 
理想 , 

KK 的 一 个 .4- 子 模 MTU 做 可 逆 理 想 ， 如果 存 在 天 的 一 个 4- 子 
模 入, 使 得 MN 一 4. 模 六 是 唯一 的 并 且 等 于 (4:MJ)， 因 为 我 
们 有 NSE(4:M) 一 :MDJMNMNVSLR = 一 N 可 以 推出 对 是 有 
限 生成 的 ， 因 而 是 分 式 理想 ; 因为 M (4:M) 一 4， 所 以 存在 
xi EM, y;E(A:M) (Is 委 : 魏 2) 使 得 23xiy; 一 1]， 因 此 对 任 一 
XEM， 有 x 一 和 (yix)xi， 每 个 xce4， 改 M 由 +,"… ,xs 生 
成 


显然 每 个 非 0 主 理想 (wx) 是 可 逆 的 ， 它 的 逆 是 (wD)。 所 有 
可 逆 理 想 对 于 乘法 作成 一 群 , 它 的 单位 元 是 4 = (1). 
可 遂 性 是 一 个 局 部 性质; 
.137 ， 


命题 9.6。 对 一 分 式 理想 M ,下 列 陈 述 等 价 : 

i) M 是 可 逆 的 ; 

i) M 是 有 限 生 成 , 且 对 每 个 素 理想 bp，M，, 是 可 逆 的 ; 

这) 对 是 有 限 生成 , 且 对 每 个 极 大 理想 mm，Mw 是 可 逆 的 . 

证 明 。 认 一 >i): 由 (3.11) 和 (3.15) 4 一 M . (4:M》 一 
M, (4 Ms。)《 因 为 M 是 可 北 的 , 故 是 有 限 生 成 的 ). 

ii = 之 证) 显然 

让 i) 一 让: 设 a 一 M. (4:M)， 这 是 一 整理 想 . 对 每 一 极 
大 理想 m， 我 们 有 an 一 Mn《Arn:Ma) (由 (3.11) 和 (3.15)) 又 一 
4a( 因 Ms。 可逆)， 于 是 有 a 扫 m. 因此 aa 一 4， 即 M 是 可 道 
的 ， 时 

命题 9.7。 设 4 是 一 个 局 部 整 环 。 那么 4 是 离散 赋值 环 后 > 
4 中 每 个 非 0 分 式 理 想 可 逆 . 

证 明 ， 一 > ; 设 * 是 4 中 极 大 理想 m 的 生成 元 ,并 设 M 送 0 
是 一 分 式 理想 ， 则 存在 y《 .4， 使 得 yM S 4， 这样 yM 是 一 个 
整理 想 , 设 为 (x'),， 于 是 M = 一 (xz 一 ) 这 里 = 一 v(y). 

< 一 : 每 个 非 0 理想 可 逆 ， 则 必 是 有 限 生成 的 ， 所 以 4 是 
Noether 环 ， 我 们 只 需 证 明 每 个 非 0 整理 想 是 mm 的 一 个 寡 就 够 了 . 
假设 不 然 , 设 之 是 不 为 咽 的 寡 的 非 0 理想 构成 的 集合 ,aa 是 立 中 一 - 
个 极 大 元 , 划 a 关 m， 故 aSm， 因此 miaCm mm 一 A 是 一 真 
( 整 ) 理 想 , 日 ma2a， 如 果 ma 一 a, 则 a 二 ma, 于 是 由 Nakayama 
引 理 (2.6) 有 a 一 0， 因此 mria 二 a， 而 由 a 的 极 大 性 ,，m-!a 是 
m 的 窒 , 于 是 a 也 是 m 的 寡 , 矛 盾 ! 。 面 

与 (9.7) 相 应 的 “全 局 ”命题 是 

定理 9.8。 设 4 是 一 整 环 ,那么 4 是 Dedekind 整 环 <<> 4 中 
每 个 非 0 分 式 理 想 可 逆 ， 

征明， 一 >: 设 M 关 0 是 一 分 式 理想 ， 因 4 是 Noether 环 ， 
故 M 有 限 生 成 。 对 每 一 素 理想 p 关 0，M， 是 离散 赋值 环 4, 中 
的 非 0 分 式 理想 , 由 (9.7〉 M，, 是 可 逆 的 ， 再 由 (9.6) 可 知 M 是 可 
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< 一 : 每 个 非 0 整理 想 是 可 逆 的 ,因而 是 有 限 生成 的 , 故 4 是 
Noether 环 。 我 们 来 证 明 每 个 4 (p 关 0) 是 离散 赋值 环 。 为 此 
只 要 证 明 4, 中 每 个 非 0 整理 想 是 可 道 的 ,再 应 用 (9.7) 即 可 。 设 
ps 关 0 是 4, 中 一 个 ( 整 ) 理 朴 , 设 ae 一 一 5n4， 则 aa 可逆， 因 
此 由 (9.6)5 知 一 ao 可 逆 .，。 国 

系 理 9.9。 设 4 是 Dedekind 整 环 , 则 4 中 非 0 分 式 理想 对 于 
乘法 组 成 一 群 。 时 

这 群 称 为 4 的 理想 群 ,我 们 把 它 记 作 I.。 用 这 个 术语 ，(9.4) 
是 说 1 是 由 4 中 非 0 素 理想 生成 的 自由 (交换 ) 群 . 

设 K* 记 4 的 分 式 域 K 的 乘法 群 ， 每 个 x€ K* 定义 一 分 式 理 
想 (x), 而 号 射 &H-> (u) 定义 一 同 态 pg: K* 一 J， 的 象 P 称 
为 主 分 式 理 想 群 。 商 群 吾 一 1/P 叫做 4 的 理想 类 群 . 9 的 核 U 
是 所 有 适合 (w) 一 (1) 的 元 素 wu€ K* 的 集合 ,所 以 它 是 4 的 可 
逆 元 群 ， 我 们 有 正 合 列 

1-> 了 一 Kx 一 一 娓 一 1. 

注 记 。 对 于 数论 中 出 现 的 Dedekind 整 环 , 关于 群 鼠 和 习 有 
一 些 经 典 定 理 。 设 天 是 一 代数 数 域 , 4 是 它 的 整数 环 , 由 (9.5) 它 
是 Dedekind 整 环 、 在 此 情形 : 

1) 五 是 有 限 群 。 它 的 阶 是 域外 的 类 数 . 下 列 陈述 是 等 价 
的 : i) 二 1; 1 并 一 P， 过 ) 4 是 主 理想 整 坏 ; iv) 4 是 唯一 分 
解 整 环 ， 

2) U 是 有 限 生成 交换 群 ， 更 确切 地 ，, 我 们 可 以 确定 忌 的 生成 
元 个 数 ， 首 先 已 中 有 限 阶 元 恰 是 玉 中 的 单位 根 . 它们 作成 一 个 有 
限 循 环 群 WW,， U/W 是 无 扭 的 (torsion-free). U/W 的 生成 元 个 数 
如 下 给 出 : 如 果 《〈K: Q) = ”， 则 存在 >” 个 不 同 的 嵌入 K 一 C 
(复数 域 )。 设 其 中 六 个 将 开 且 人 R, 其 余 成 对 的 映射 有 ”> 对 (如 
果 a 是 -- 个 映射 , 则 wom 是 另 一 个 ， 其 中 四 是 由 ks 一 z 所 
定义 的 C 的 自 同 构 )， 这 样 7, 十 2 一 5。，U/ 太 的 生成 元 个 数 是 


*#) 原文 此 处 为 .7). 一 一 译 者 注 
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十 + 一, 


这 些 结果 的 证 明 是 代数 数论 的 而 不 是 交换 代数 的 : 它 所 要 求 


的 技巧 与 本 节 中 所 使 用 的 是 根本 不 同 的 . 


例 ， DK= QV—D); 1=2,n =0,7 =1,7t+r 


1 一 0, ZZ [i] 中 仪 有 的 可 逆 元 是 四 个 单位 根 十 1, 土 i. 


1 ， 


2) K~ QV2); nom2, n=2, nn 0 二 ?一 1= 
W 二 { 土 !}, 而 U/W 是 无 限 人 循环 群 。 事实 上 4 一 Z [LV 21 


中 的 可 逆 元 是 土 (1 十 M2 )”， 其 中 是 任意 有 理 整 数 . 


— 


kf 


中 oo 


At 


Cn 


习 题 


. 设 4 是 Dedekind 整 环 ，5 是 4 中 的 一 个 乘 靶 封 闲 子 集 ， 证 明 


5-14 或 是 Dedekind 整 环 或 是 4 的 分 式 域 . 
假定 5$ 关 4NN0}， 设 鼠 和 三 分别 是 4 和 714 的 理想 类 
群 ， 证 明理 想 的 扩张 诱导 出 太一 H 的 一 个 满 同 态 . 


. 设 4 是 Dedekind 整 环 ， 如 果 1 一 sa 十 ax 十 …， 十 at” 是 


系数 在 4 中 的 多 项 式 . 了 的 容 度 (content) 是 4 中 理想 cc (一 
(ao “3 an). 证 明 Gauss 引 理 : C (fg) =e (fe (g). 
[在 每 个 极 大 理想 上 作 局 部 化 .] 


. 一 个 赋值 环 (不 是 域 ) 是 Noether 环 当 且 仅 当 它 是 离散 赋值 环 . 
. 设 4 是 一 个 局 部 整 环 ，4 不 是 域 ， 而 它 的 极 大 理想 tm 是 主 理想 


生 站 me 一 0， 证 明 4 是 离散 赋值 环 . 


n=1 


. M 是 一 Dedekind 整 环 上 的 有 限 生成 模 。 证 明 衣 是 平坦 模 < 志 > 


M 是 无 扭 的 ， 
[利用 第 三 党 ,习题 13 及 第 七 章 , 习题 16.] 


. 设 M 是 Dedekind 整 环 4 上 一 个 有 限 生 成 拍 型 模 (T(M) 二 M ). 


证 明 M 可 以 唯一 地 被 表 为 模 4/p8 的 有 限 直 和 . 其 中 pi 是 4 
的 非 零 素 理想 。 [对 每 个 p 关 0, M, 是 一 个 扭 型 4,- 模 , 再 利 
用 主 理想 整 环 上 模 的 结构 定理 .] 


。 130 。 


7. 设 4 是 Dedekind 整 环 .而 a 六 0 是 4 中 的 一 个 理想 .。 证 明 


5 


4/a 中 每 个 理想 都 是 主 理想 . 
由 此 导出 , 4 中 每 个 理想 至 多 可 由 2 个 元 素 生 成 . 


. 设 a b, (是 一 Dedekind 整 环 中 的 三 个 理想 .证 明 


aN(bp++e) = (oNb) + Cafle) 
a 十 (bm 门 c 一 (a 十 b) 门 (a 士 c。 
{ 局 部 化 .] 


， (孙子 定理 ) 设 Qi ”50m 是 一 个 Dedekind 环 4 中 的 理想 ， X19 *'， 


xs 是 4 中 元 素 , 则 同 余 方 程 组 x = xj (modas)(1 达 i 志 2) 在 4 
中 有 解 x 专访 xj; 三 x; (mod qj 十 @)， 只 要 i 六 J， 
[这 等 价 于 说 4~ 模 序列 
AM 


是 正 合 序列 ,其 中 中 和 中 如 下 定义 : 
px) 一 (zz 十 or 十 ao); 
gi 十 Xs 十 0) 的 (i, 站 分 量 是 x 一 zj 十 a 十 9. 
为 了 证 明 这 个 序列 正 合 只 要 证 明 对 任 一 素 理想 p 关 0 局 部 化 后 
i 换 句 话说 我 们 可 以 假定 4 是 离散 赋值 环 , 这 样 就 
容易 了 


® 全 了 1 。 


第 六 完 备 化 


在 古典 代数 几何 ( 即 复数 域 上 的 代数 几何 ) 中 ,我 们 能 够 应 用 
超越 方法 。 这 就 是 说 我 们 将 一 个 有 理 函 数 看 作 一 个 (对 于 一 个 或 
多 个 复 变量 的 ) 解析 函数 并 研究 它 在 一 个 点 上 的 震级 数 展开 ， 在 
抽象 代数 几何 中 ， 我 们 至 多 只 能 考虑 相应 的 形式 款 级 数 . 这 种 
办 法 虽然 不 象 在 全 纯情 形 那 样 强 有 力 ,但 仍 不 失 为 一 种 有 用 的 工 
具 . 用 形式 寒 级 数 来 代替 多 项 式 的 过 程 是 被 称 之 为 完备 化 的 这 种 
”一 般 手 段 的 一 个 例子 。 另 一 个 完备 化 的 重要 例子 是 出 现 于 代数 数 
论 中 的 p-adic 数 的 构成 ， 设 ?是 Z 中 一 个 素数 ， 我们 可 以 考虑 
这 些 不 同 的 商 环 Z/p"Z， 换 名 话说 , 我 们 可 以 对 越 来 越 大 的 # 去 
试 解 mod p” 的 同 余 式 ， 这 很 类 位 于 通过 Taylor 展开 各 项 所 给 
出 的 逐次 有 逼近 法 。 正 如 弹 人 形式 震级 数 一 样 , 引 人 p-adic 数 也 是 
很 便利 的 ， 它 们 可 以 看 作 Z/trZ 当 "一 co 时 在 某 种 意义 下 的 
极限 ， 但 从 另 一 方面 看 ，p-adic 数 比 ( 单 变 元 ) 形式 老 级 数 更 复 
杂 ， 事实 上 ，? 次 多 项 式 可 以 自然 地 被 嵌 人 形式 竹 级 数 ， 而 群 
Z/p"Z 却 不 能 被 详 入 Z。， 呈 然 一 个 p-adic 数 能 够 被 想象 成 一 个 
形式 赛 级 数 如 asp” (0 过 as 二 p), 这 种 表达 式 在 环 运 算 下 所 表现 
出 来 的 性 质 并 不 好 . 

本 章 中 我 们 将 描述 ， 用 一 般 的 理想 代替 素数 zp 时 所 谓 “adic” 
完备 化 的 一 般 过 程 。 用 拓扑 的 语言 来 表述 它 是 最 方便 的 了 ， 但 读 
者 须 注意 不 要 被 实数 拓扑 的 直觉 所 迷惑 ， 他 必须 游 虑 形式 震级 数 
拓扑 。 在 这 种 拓扑 中 ,一 个 入 级 数 “ 小 ”是 指 它 仅 包含 高 阶 项 ， 或 
者 他 要 能 考虑 Z 上 的 p-adic 拓扑 ,在 这 时 一 个 整数 “小 ”是 指 它 能 
被 ? 的 高 次 窜 所 整除 . 

完备 化 象 局 部 化 一 样 , 是 通过 把 注意 力 集中 在 一 个 点 (或 一 个 
案 数 ) 的 近 旁 ,从 而 达到 简化 事物 的 一 种 方法 .但 完备 化 比 局 部 化 
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简化 得 更 厉害 . 例如 在 代数 几何 中 , 一 个 维 代数 得 上 非 奇 异 点 
的 局 部 环 总 以 变 元 形式 暴 级 数 环 作为 完备 化 《这 将 在 十 一 章 证 
明 ). 同时 , 两 个 非 奇 异 点 的 局 部 环 不 能 彼此 同 构 ,除非 它们 所 在 
的 簇 是 双 有 理 等 价 的 ( 即 两 个 局 部 环 的 分 式 域 是 同 构 的 》. 

局 部 化 的 两 个 重要 性 质 是 它 保持 正 合 性 和 Noether 性 质 ， 当 
局 限于 有 限 生 成 模 时 ,同样 的 断言 对 完备 化 也 是 对 的 ,但 这 个 证 明 
较 难 , 占 去 本 章 很 大 篇 幅 . 另 一 重要 结果 是 Krull 定理 , 它 鉴定 出 
环 中 经 过 完 务 化 所 零 化 的 部 分 。 粗略 地 讲 , Krull 定理 是 解析 函数 
由 Taylor 展开 的 系数 所 决定 这 一 事实 的 类 比 ， 这 个 类 比 对 Noether 
局 部 环 是 最 清楚 的 ,这 时 该 定理 恰 断 言 Nim" 一 0， 其 中 由 是 极 大 
理想 Krull 定理 和 完备 化 的 正 合 性 二 者 均 可 作为 著名 的 Artin- 
Rees 引 理 的 简单 推论 。 因此 我 们 在 处 理 上 将 此 引 理 置 于 中 心 地 
位 . 

我 们 将 会 看 出 为 了 研究 完备 化 引 人 分 次 环 是 必要 的 。 分 次 环 
的 愿 型 是 多 项 式 环 [4，*…*, xs]， 次 数 是 通过 取 每 个 变量 次 数 
为 1 而 得 到 的 那个 平常 的 次 数 。 正 如 不 分 次 环 是 仿 射 代数 几何 的 
基础 一 样 , 分 次 环 是 射影 代数 几何 的 基础 ,六 此 它 具 有 值得 考虑 的 
几何 重要 性 . 我 们 还 将 讨论 相对 于 环 4 中 理想 a 的 相伴 分 次 环 
Ga。(A) 这 一 重要 构造 , 它 有 明确 的 几何 解释 ， 例 如 , 设 4 是 簇 了 
上 一 点 P 的 局 部 环 , a 是 .4 的 极 大 理想 , 则 G。(《A) 对 应 于 P 点 的 
射影 切 锥 面 , 即 所 有 过 P 并 在 P 点 与 V 相 切 的 线 .， 这 个 几何 图 象 
有 助 于 说 明 在 讨论 关于 P 点 附近 矿 的 性 质 ， 特 别 是 研究 完备 化 4 
时 G。(4) 的 意义 . 


拓扑 和 完备 化 


设 G 是 一 拓扑 交换 群 ( 写 为 加 法 群 ) ,不 一 定 是 Hausdorff 的 ， 
郧 CG 昨 是 拓扑 空间 又 是 交换 群 ,并 且 这 两 种 结构 是 相 容 的 , 即 分 别 
由 (xy) >x 十 yy》 和 x-~x 定义 的 GXG 一 G 和 GG 
的 映射 是 连续 的 。 若 {0} 在 G 中 闭 ， 则 G x G 中 对 角 线 是 闭 集 
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《因为 它 是 在 映射 (+,，y)F~>x 一 上》 下 {0} 的 原 象 )， 于 是 G 是 
Hausdorff 的 。 设 <“ 为 C 中 一 固定 元 ， 由 7T. (x) 一 x 十 a 定义 的 
平移 7。 是 GE 到 G 之 上 的 局 胚 ( 因 7。 和 其 逆 7-。 都 是 连续 的 ), 因 
此 如 果品 是 G 中 0 的 任 一 邻 域 ,; 则 UU 十 a 是 4 在 6G 中 一 邻 域 , 反 
之 4 的 每 个 邻 域 丝 以 这 种 形式 出 现 . 这 样 G 的 拓扑 由 己 中 0 的 邻 
域 唯一 确定 . 

引 理 10.1。 设 互 是 G 中 0 的 一 切 邻 域 的 交 , 则 

iD) 五 是 子 群 . 

i 五 是 {0 } 的 闭 包 、 

过》G/H 是 Hausdorff 的 . 

iv) G 是 Hausdorif 的 寺 >H= 0， 

证 明 . i) 由 群 运算 的 连续 性 得 到 ， 为 证 明 ii) 我 们 有 : 

reF<e>0ecer 一 I 对 0 的 一 切 邻 域 U <>x 一 {0}. 
) 意味 着 互 的 陪 集 都 是 闭 的 ,因此 G/H 的 点 都 是 闭 的 ;所 以 G/H 
是 Hausdorff 的 ， 于 是 及 二 0 一 > G 是 Hausdorff 的 , 反之 是 显 
然 的 。 时 

为 简单 起 见 , 假定 0€ G 具有 可 数 的 基础 邻 域 组 ， 则 G 的 完 
备 化 G 可 按 通常 方法 通过 Cauchy 序列 来 定义 。 G 中 元 素 序列 
(x,) 被 定义 为 Cauchy 序列 是 指 对 0 的 任 一 邻 域 上, 存在 一 个 
整数 s CU) 具有 性 质 

rs 一 XsyEU 对 一 切 p,» 守 ss(U). 

两 个 Cauchy 序列 等 价 是 指 在 G 中 x, 一 y, 下 0， 全 部 Cauchy 序 
列 的 等 价 类 集合 记 为 G.。 如 果 (x,)，(ys) 是 Cauchy 序列 ， 则 
(xs 十 ys》 也 是 Cauchy 序列 ,而 且 它 在 C 中 的 类 仅 依赖 于 (x,) 和 
《y,) 的 类 . 于 是 在 G 中 我 们 有 加 法 ， 对 这 却 法 ，G 是 一 交换 
群 。 对 每 个 x€ G， 常 数 序列 (x) 的 类 是 G 中 一 元 素 $ (xz) ， 这 
样 %: G 一 是 一 交换 群 的 同 态 ， 注 意 中 不 一 定 是 单 了 鼎 射 。 事 
实 上 ,我 们 有 


及 er 9 一 Nv, 
这 里 U 跑 过 0 在 G 中 的 一 切 邻 域 ， 因 此 由 (10.1) 可 知 $ 是 单 映射 
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当 且 仅 当 G 是 Hausdorff 的 . 

如 果 互 是 另 一 个 交换 拓 拓 : 群 , 而 1f: G 一 如 是 连续 同 态 , 则 
G 中 Cauchy 序列 在 下 的 象 是 囊 中 Cauchy 序列 ,于 是 f 诱导 出 
同 态 j. CG 一 应 ， 它 是 连续 的 。 如果 G 忆 刀 全 有 , 则 go — bof. 

到 目前 为 止 我 们 讨论 得 很 一 般 ， 例 如 可 以 取 G 是 按照 通常 拓 
扩 的 有 理 数 加 群 ,这 时 C 就 是 实数 加 群 ， 现在 , 我 们 局 限于 考虑 
交换 代数 中 出 现 的 特殊 类 型 的 拓扑 ,就 是 说 ,我 们 假定 0€ G 有 一 
组 由 子 群 组 成 的 基础 邻 域 组 .这 样 ,我 们 就 有 子 群 序列 

C 一 GG Gr 一 … 

SG 是 0 的 邻 域 当 且 仅 当 它 包 有 某 个 G,。， 一 个 典型 例子 是 乙 
上 的 p-adic 拓扑 ， 这 时 6G, 一 加 2 注意 在 这 类 拓扑 中 G 的 子 群 
Gs 都 是 网 开 且 闭 的 ， 事实 上 若 ge G,， 则 g 十 G。 就 是 8 的 邻 
域 ,因为 g 十 G。S Gs。， 这 说 明 Gs 是 开 的 、 因 此 对 任 一 和 h, 陪 集 
十 Gs, 都 是 开 的 ,故人 【上 (4 十 G。) 是 开 集 , 而 这 正 是 G6, 在 G 中 


万 村 GA 
补 集合 , 故 G。 又 是 闭 的 . 
对 于 由 子 群 序列 所 给 的 拓扑 , 另 有 一 个 纯 代 数 的 完备 化 定义 ， 
而 这 常常 是 很 方便 的 。 设 C(x,) 是 G 中 Cauchy 序 列 ; 则 x, 在 G/G， 
中 的 象 最 终 要 是 常数 , 设 等 于 $,。 假设 我 们 从 # 十 1 过 渡 到 >， 
则 很 清楚 在 投影 


G/Gen TS 6/6, 
下 58641 一 二,。 这 样 G 中 一 个 Cauchy 序列 定义 一 个 协调 序列 
(coherent sequence) (5,)， 所 谓 协 调 是 指 
Our Snti™— Sn Vn. 
进一步 ,显然 等 价 的 Cauchy 序列 定义 同一 协调 序列 。 最 后 给 定 
一 个 协调 序列 《8。)， 通 过 取 x 为 5, 陪 集 中 任 一 元 素 《于 是 
xnii 一 Xa€ Ga) 我 们 能 构造 一 个 Cauchy 序列 (xs).， 这样 能 
够 等 价 地 定义 为 带 有 显然 群 结构 的 协调 序列 《5#。) 的 集合 ， 
现在 我 们 达到 了 反 向 极限 (inverse lmit) 的 一 个 特殊 情 
形 。 更 一 般 地 ,研究 任 一 群 {4。} 及 同 态 
On: Asti—> As 


sl35° 


的 序列 .我们 称 这 为 反 向 系统 ,而 所 有 协调 序列 (ea,)(〈 即 se 4， 
而 0sxzant 一 as) 组 成 的 群 册 做 这 个 系统 的 反 向 极限 。 通常 记 
作 lim 4,， 同 态 6, 被 省 略 了 .用 这 个 记号 我 们 有 

C 一 lim G/G,. 


人 的 反 向 极限 定义 有 很 多 好 处 . 它 的 主要 不 足 之 处 是 先 要 假 
设 有 一 固定 选取 的 子 群 列 G。. 我 们 能 够 有 不 同 的 序列 G。 定义 
同一 拓扑 ,因而 有 辣 一 完备 化 ,自然 我 们 可 以 定义 反 向 系统 “等 价 ” 
的 概念 ,但 拓扑 语言 的 长 处 恰 在 于 这 种 概念 已 经 建立 在 其 中 了 . 

完备 化 的 正 合 性 用 反 向 极限 讨论 得 十 分 好 .首先 我 们 要 注意 
到 反 向 系统 {G/G,) 的 一 个 特殊 性 质 , 即 6 总 是 满 的 。 我 们 
称 任 一 具有 这 个 性 质 的 反 向 系统 为 满 系 统 . 假定 {4。j，{B。}， 
1C。} 是 三 个 反 向 系统 并 且 有 正 合 序列 的 交换 图 表 


0 一 Astt > Bari 一 Cat 一 0 


1 J 
0 一 4 一 一 也， 一 > C,.— 人 0 
那么 就 说 我 们 有 一 个 反 向 系统 的 正 合 序列 . 这 个 图 自然 诱导 出 
同 态 
0 一 lim A lm Bo 一 mc 一 0， 
但 这 个 序列 并 不 总 是 正 合 的 ， 然 而 ,我 们 有 
命题 10.2 若 0 一 人 1 一 1B。 一 1Co 一 0 是 一 反 向 系 
统 的 正 合 序列 , 则 
0-—> lim .4,~r lim 了。 一 lim C, 
总 是 正 合 的 ， 若 再 设 【4。} 是 满 系 统 , 则 
0 一 lm A,— lm B,~—> lim C,.—0 
正 合 ， 
证 明 。 设 4 一 『[ 4 并 且 定义 d4: 4 一 4 令 d4(e) 一 
n=1 
Gn 一 Ost Canti)s RKer 24 罕 lm 4,. 类 似 地 定义 B, C 和 ds, 
dz 反 向 系统 的 正 合 序列 决定 一 个 正 合 序列 交换 图 表 


* 136* 


0 一 4 了 一 也 了 一 (一 0 
4 ”| | 
0—>A—>B—C—0 
因此 由 (2.10), 有 正 合 序列 
0—>Ker d ->Ker dS—>Ker d° —> Coker d4 一 Coker d? 一 Coker d° 
一 0 为 了 完成 证 明 , 我 们 只 需 证 
{14,) 满 一 > a 满 ， 
而 这 是 很 清楚 的 ， 因 为 要 证 明 4 满 ， 我 们 只 要 对 给 定 的 a,€ 4， 
归纳 地 解 方 程 
Xs Os xnri) 一 aas 
解 出 x+,€ 4,.” 天 
注 记 .。 群 Cokerd” 通常 被 记 作 im '4,， 因 为 它 是 同调 代 
数 意 义 下 的 导出 陆 子 ， 
系 理 10.3。 设 0 一 GG 一 G 一 G ”一 0 是 一 个 群 的 正 合 序 
列 ，G 有 由 子 群 序列 1G。} 定义 的 拓扑 ， 并 且 对 G ，G” 给 出 由 
子 群 序列 1G 站 G,}，{PG，} 所 诱导 的 拓扑 , 则 
0—>0->G—>0G”—0 


是 正 合 的 ， 
证 明 . 将 (10.2) 用 到 正 合 列 
G’ G G” 
0 一 > 一 > -一 > -> [0 
G NG, G,» pG» 
如 可 。 田 


特别 我 们 能 应 用 (10.3) 于 6" = G, 的 情形 ,那么 6” 一 G/G。 
有 离散 拓扑 ,于 是 6” 一 G”， 这 样 我 们 推出 : 

系 理 10.4.。 G, 是 G 的 子 群 且 

G/C。. < G/G。 晶 

在 (10.4) 中 取 反 向 极限 我 们 得 到 

命题 10.5。 一 CGC， 年 

如 果 $8: G 一 和 是 一 个 同 构 ,我 们 就 说 G 是 完备 的 . (10.5) 
疡 言 G 的 完备 化 是 完备 的 。 注意 我 们 的 完备 定义 包括 了 拓扑 是 
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Hausdorff 的 情形 《由 (10.1)). 

我 们 所 考虑 的 这 种 拓扑 群 的 最 重要 的 一 类 例子 是 取 G 一 4 
G, 一 "9， 其 中 a 是 环 4 的 一 个 理想 、 这 桩 定义 出 的 4 的 拓扑 叫 
,做 a-adic 拓扑 ,或 就 叫做 a~ 拓 扑 。 因为 o 是 理想 ， 不 难 验证 对 
于 这 种 拓扑 ，4 是 一 个 拓扑 环 ，、 也 就 是 说 环 的 运算 是 连续 的 ， 由 
(10.1), 这 个 拓扑 是 Hausdorff 拓扑 <> mo 一 (人 0).， 4 的 完备 化 
子 也 是 拓扑 环 . 由 : 4 一 地 是 连续 的 环 同 术 , 它 的 核 是 Na 

类 似 地 对 于 一 个 4- 模 M, 取 G 一 M，、G， 一 a"M，、 就 定义 
M 上 的 -拓扑 ,M 的 完备 化 说 是 一 拓扑 全 模 ( 即 性 X 必 一 履 是 
连续 的 )。 如 果 f: M 一 入 是 任 一 4- 模 同 态 ， 则 f (a?M) 一 
erf(MJSoN， 因此 1 是 连续 的 (相对 于 M 和 六 的 o- 拓 扑 )， 于 
是 可 定义 天 故 一 帮 . 

例 ， 1) 4 二 lx]， 上 是 域 ，x 是 未 定 元 ，a 一 《x)， 则 
了 = 形式 寡 级 环 [fx]]. 

2) 4 一 Z, a 一 (pz)，?p 是 素数 , 则 地 是 p-adic 整数 环 、 它 


的 元 素 是 无 穷 级 数 > ,ap"，0 委 as< 委 pp 一 1 当 w 一 co 时 有 
#=0 


ps” 0. 
滤 链 


对 一 个 4- 模 M ， 通 过 取 子 模 a"?M 作为 0 的 基础 邻 域 可 定 
义 eo- 拓 扑 ，。 然而 还 有 其 它 方式 定义 同一 拓扑 。 一 个 《无限 〉 链 
M 一 Mo Mi 二 … M，, 卫 …….， 链 中 Ms 皆 是 村 的 子 模 ， 岂 
做 M 的 一 个 滤 链 (filtration ), 并 记 作 (M。). 若 aM，, 守 Mn， 对 
一 切 #; 则 称 为 - 滤 链 . 若 aM,。 一 Mo， 对 一 切 充分 大 的 >， 则 
称 为 稳定 a- 滤 链 . 这 样 (a*M ) 是 一 个 稳定 o 呈 泪 链 . 

引 理 10.6。 如 果 (M,) 和 《Ms。) 都 是 M 的 稳定 呈 滩 链 ， 则 
它们 有 有 界 差 : 这 是 指 存 在 一 个 整数 mo 使 得 Mew EM2 和 
Ms 守 Ms。 对 一 切 # 之 0， 因此 所 有 稳定 呈 滤 链 定义 相同 后 
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扑 , 即 a- 拓 扑 . 

证 明 . 只 要 对 M， 一 a”M 证 便 足 够 了 ， 因 aM。S Mot 对 
一 切 w, 我 们 有 ao”M SS Ma 又 可 设 对 一 切 n 之 no 有 aM，s 一 Ms 
因此 Myton OM, Ga"M. LJ 


分 次 环 和 分 次 模 


一 个 分 次 环 《graded ring) 是 指 一 个 环 4 及 4 的 加 法 群 的 一 
组 于 群 (4,)。z0， 使 得 4 一 四 4 上 且 4w4s CS dwr 对 一 切 m 


n 守 0. 这 样 4 是 4 的 子 环 而 每 个 4。 是 一 个 4o- 模 . 

例 ， 4 一 记 [%4，*… x1]，A。 一 所 有 7 次 齐 次 多 项 式 构成 
的 集合 . 

设 4 是 一 个 分 次 环 , 一 个 分 次 4- 模 是 指 一 个 4- 模 M 及 M 的 
一 组 子 群 (M，。)。>o， 使 得 1M 一 DOM: 且 dm。 CC Mntn 对 一 


切 m,n 之 0。 这 样 每 个 M, 是 一 个 4o- 模 。 M 中 一 个 元 素 x 称 
齐 次 的 ,如 果 对 某 个 za, x € M。(z 一 x 的 次 数 ). 任何 一 个 元 素 
y &€ M 可 唯一 地 写 为 一 个 有 限 和 > yw， 其 中 ye M，,， 对 一 切 


n 之 0 且 除 了 有 限 个 y, 外 全 是 0.。 非 0 分 量 y， 称 为 7 的 齐 次 分 
量 . 

设 M,N 是 分 次 4- 模 ,一 个 分 次 4- 模 同 态 是 指 一 个 4- 模 
同 态 f: M 一 入 使 得 1(M,) 后 N， 对 一 切 zn 之 0， 

设 4 是 分 次 环 , 设 4+ 一 四 4，44 是 4 的 一 个 理想 . 

命题 10.7。 对 一 个 分 次 环 4, 下 述 论断 等 价 : 

i) 4 是 Noether 环 ; 

i》A。 是 Noether 环 且 4 是 有 限 生成 4o- 代 数 ， 

证 明 。 i 刘 一 >i)。do 兰 4/44， 因 此 是 Noether 环 ，A; 是 
4 的 理想 , 故 是 有 限 生 成 的 , 设 由 x1,-*…, x， 生成 ,我 们 可 取 它 们 
为 4 的 齐 次 元 素 , 次 数 为 名， ””“”: kb 《都 二 0). 设 A' 是 由 X13" *y 


. aSe 


在 4o。 上 生成 的 4 的 子 环 . 我 们 对 二 作 归纳 法 来 证 明 4, 守 4 
对 一 切 nn 之 0 当 n= 二 0 时 这 自然 是 真 的 。 设 zn 之 0, y€ 4,， 


因 y€ 44，》 是 x; 的 线性 组 合 , 设 y 一 Dori， 其 中 ware A 
i=1 


(《 若 mm 二 0， 约定 .4 一 0)， 因 为 每 个 大 0， 由 归纳 假定 可 知 
每 个 a; 是 系数 取 自 do 的 mx 的 多 项 式 ， 因 此 3》 亦 然 ， 于 
是 y€EA，As 三 4， 故 得 4 一 4. 

计 ) 二 >i)， 由 Hilbert 基 定 理 (7.6) 立 得 . 者 

设 4 是 环 ( 不 是 分 次 的 ) a 是 4 的 理想 ， 我 们 可 以 作 一 个 分 
次 环 4* 一 里" 类 似 地 ,如 果 对 是 一 个 4- 模 ,M，, 是 M 的 一 个 


a- 潜 链 , 则 M* 一 由 M。 是 一 个 分 次 4*- 模 ， 因 为 ao"M， 


M ts- 

如 果 4 是 Noether 环 ，a 是 有 限 生成 的 ， 设 由 x，,*…*， x， 生 
成 ; 则 4* 一 4[x- xx]， 由 (7.6) 可 知 4* 是 Noether 环 . 

引 理 10.8。 4 是 Noether 环 ,M 是 有 限 生 成 的 4- 模 ，(M ,) 
是 村 的 一 个 o- 滤 链 , 则 下 述 论 断 等 价 : 

i) M* 是 有 限 生成 4 一 模 ; 

ii) 滤 链 (M，,) 是 稳定 的 . 

证 明 ， 每 个 M。 是 有 限 生成 的 因此 每 个 Q。 一 中 ,M, 也 是 
有 限 生成 的 ， 这 是 M* 的 一 个 子 群 ， 但 一 般 不 一 定 是 4”- 子 模 . 
然而 ,由 它 生 成 一 个 4 盖子 模 , 即 

1 一 MDB:-.Dm M.DBaM: BM, DDB M,BD.…, 

因为 9, 作为 4- 模 是 有 限 生 成 的 ，M:* 作为 4*- 模 是 有 限 生成 
的 。M* 作成 一 个 升 链 , 它 的 并 是 M*. 因为 4* 是 Noether 环 ， 
M* 作为 4*- 模 是 有 限 生 成 的 所 > 这 个 升 链 有 限 , 邵 M* 一 Mr。 
对 其 个 mo<> Mootr 一 Ms 对 一 切 + 之 0< 失 > 这 个 滤 链 是 稳定 
的 。 一 

命题 10.9。 (Artin-Rees 引 理 )。 设 4 是 Noether 环 ， a 是 4 
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的 一 个 理想 ,M 是 一 个 有 限 生 成 的 4- 模 ，(M,) 是 M 的 一 个 稳定 
o- 滤 链 , 设 M “是 对 的 一 个 子 模 , 则 M' 站 Ms, 是 M' 的 一 个 稳定 o- 
站 链 . 

征明， 我 们 有 a(CMInM SaNMnaNM ES Mn 因 
此 (MnmM,) 是 一 个 o- 滤 链 。 因此 它 定义 一 个 分 次 4*- 模 , 它 
是 M* 的 子 模 并 且 是 有 限 生 成 的 ( 因 4* 是 Noether 环 )。 于 是 可 
以 应 用 (10.8)，、 四 . 

取 M， 一 a"?M 我 们 得 通常 所 称 的 Artin-Rees 引 理 . 

系 理 10.10. 存在 整数 万, 使 得 

aM NM’ = a -KCaM 站 MO 

对 一 切 ”之 4 国 

另 一 方面 综合 (10.9) 和 基本 引 理 (10.6), 我 们 得 到 真正 有 意 
思 的 结果 ， 

定理 10.11， 设 4 是 Noether 环 ,a 是 一 个 理想 ,NM 是 一 个 有 
限 生成 4- 模 ，M 是 对 的 一 个 子 模 , 则 滤 链 arM ”和 (o"M D) 门 M 
具有 有 界 差 。 特别 ，M" 的 a- 拓扑 与 由 M 的 o- 拓 扑 所 诱导 出 的 拓 
扑 相 同 . 几 

注 记 . 本 章 我 们 将 应 用 (10.11) 中 关于 拓扑 的 后 一 部 分 ， 但 
是 ,下 一 章 中 ,关于 有 界 差 的 较 强 结果 是 需要 的 . 

作为 (10.11) 的 第 一 个 应 用 ， 我 们 将 它 与 (10.3) 结 合 而 得 到 重 
要 的 完备 化 的 正 合 性 质 : 

命题 10.12 设 

OM’—M— M”-—>0 

是 Noether 环 4 上 有 限 生 成 模 的 正 合 序列 ,a 是 4 的 理想 ， 则 a- 
adic 完备 化 序列 


是 正 合 的 ， ”图 

由 于 有 自然 同 态 4 一 了 4， 我 们 可 以 将 和 4 看 成 4- 代 数 , 而 且 
到 目前 为 止 ; 对 任 一 个 4- 模 MM 我 们 都 能 作 一 个 4- 模 所 4sM .很 
自然 地 会 间 : 如 何 将 它 和 4- 模 履 作 比 较 。 现在 我 们 由 4- 模 辣 
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态 M 一 履 定义 一 个 全 模 同 术 : 
ADM>AD MAD A 有 . 

一 般 对 任意 4 和 M ,这 既 非 单 也 非 满 , 但 是 ,我 们 有 . 

命题 10.13。 对 任意 环 4、 如 果 M 是 有 限 生成 的 , 则 4@@， 
M 习 收 是 满 的 。 如 果 更 设 4 是 Noether 环 ， 则 子 四 4M 一 六 
是 一 个 同 构 . 

证 明 . 用 (10.3) 或 其 他 方法 显然 看 出 a-adic 完备 化 与 有 限 
直 和 可 以 交换 。 因此, 如 果 F s 47 我 们 有 4 名 4F 守 ff， 现 
在 假定 M 是 有 限 生成 的 ,; 则 我 们 有 一 个 正 合 序列 : 

ON-—>F->-M—0 
这 导出 一 个 交换 图 表 : 
A@N> A /FAM—0 
| je | 
0 一 态 > 2 应 一 0 

图 中 上 面 一 行 由 (2.18) 是 正 合 的 ， 由 《10.3) 8 是 满 的 ,由 于 8 是 
一 同 构 , 这 蕴含 着 是 满 的 ,这 证 明了 命题 的 第 一 部 分 。 现 设 4 是 
Noether 环 , 则 NN 也 是 有 限 生 成 的 , 于 是 7 是 满 的 ,由 (10.12) 下面 
一 行 是 正 合 序列 。 稍稍 用 一 下 图 表 追 踪 法 可 以 证 明 a 是 单 的 , 所 
以 是 一 个 同 构 .。 ”时 

命题 (10.12) 和 (10.13) 一 起 说 明 , 当 4 是 Noether 环 时 , 函 子 
M HF> 4 @ 4M 在 有 限 生成 全 模 的 范畴 上 是 正 合 的 。 如 第 二 章 
所 指出 的 那样 这 就 证 明了 : 

命题 10.14。 设 4 是 一 个 Noether 环 , a 是 一 个 理想 , 4 是 4 
的 aq-adic 完备 化 , 则 地 是 平坦 4- 代 数 。 国 

注 记 ， 对 非 有 限 生成 模 , 函 子 M 广 > 用 不 是 正 合 的 , 较 好 的 
正 合 的 函 子 是 M FF 各 四 ,M , 而 对 有 限 生成 模 这 两 个 消 子 是 相 
同 的 ， 

现在 我 们 进一步 更 仔细 地 讨论 环 4.， 首先 有 一 些 基 本 命题 : 

命题 10.15。 设 4 是 Noether 环 , 4 是 它 的 a-adic 完备 化 。 则 

i =AaA@ a; 
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i) (a) 一 《人 

iii) ax/astl ss 人 /6r+li 

iv) & 包含 在 4 的 大 根 中 ， 

征明. 因 A4 是 Noether 环 , a 是 有 限 生成 的 .C10.13) 说 明 映 射 

好 四 ya 一 站 
是 一 个 同 构 , 它 的 象 是 4a， 这 就 证 明了 刘 . 现在 将 i) 用 到 a” 上 ， 
我 们 得 出 
(qr)* = Aa’ = (An)” 由 《1.13) 
= (f)" 由 说. 
利用 (10.4) 我 们 又 得 出 
A/a’ A/er, 
由 此 式 取 商 环 得 到 让 )， 由 让 及 (10.5) 可 知 4 对 于 它 的 全 拓扑 
是 完备 的 ， 因 此 对 任意 x 《a 
《1 一 z) 且 一 1 十 zx 十 zi 十 - 

在 竹中 有 收敛 ; 夏 1 一 * 是 可 逆 元 . 由 (1.9) 这 就 说 明了 6 包含 在 
地 的 大 根 中 。 考 

命题 10.16。 设 4 是 Noether 局 部 环 , m 是 它 的 极 大 理想 , 则 
4 的 m 一 adic 完备 化 手 是 局 部 环 ,其 极 大 理想 是 站. 

证 明 .， 殊 (10.15) 证 ) 我 们 有 用/ 旬 衬 4/m、 因 此 4A/ 抽 是 
域 , 抽 是 极 大 理想 ， 由 (10.15)iv) 得 人 间 是 4 的 大 根 , 因此 是 唯一 
的 极 大 理想 .这 样 4 是 局 部 环 ， 国 

一 个 重要 问题 是 在 完备 化 时 我 们 失去 的 有 多 少 ， Krull 定理 
回答 了 这 个 问题 . 

定理 10.17 设 了 是 Noether 环 , a 是 一 个 理想 ，M 是 有 限 生 


成 4- 模 , 履 是 M 的 o- 完 备 化 ,; 则 以 一 收 的 核 忆 一 门 a*M 由 
M 中 被 1 十 a 中 其 元 素 所 零 化 的 那些 元 素 * 组 成 ， 

证 明 . 因 E 是 0€ M 的 一 切 邻 域 的 交 ， 改 在 £ 上 诱导 的 拓 
扑 是 平凡 的 , 即 互 是 0€ E 的 仅 有 的 邻 域 . 由 《10.11) 五 的 诱导 
拓扑 与 它 的 -拓扑 相同 . 因 aB 是 E 的 4- 拓扑 的 一 个 邻 域 ,于 是 
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aE 一 EE， 由 于 M 是 有 限 生成 模 而 4 是 Nocther 环 ,E 也 是 有 限 生 
成 的 ,所 以 我 们 可 以 利用 (2.5) 由 aF 一 E 导出 (1 一 IE 一 0 对 
某 个 ce a。 相反 的 一 面 是 显然 的 : 如 果 《1 一 ox 一 0， 则 


一 ad 一 oox 一 .人 人 门 mM = E. [| 


注 记 . 1) 设 S 是 乘法 封闭 集 1 十 a, 则 《10.17) 汤 言 
A>4A4 和 4 一 -14 
有 相同 的 核 , 又 对 任意 a Ef 
(1—a)l=1+at+owti+:.-: 

在 他 中 收敛 ,因此 5 中 每 个 元 素 成 为 过 中 可 逆 元 . 由 5714 的 泛 
性 质 这 意味 着 存在 自然 间 态 3S-L4 一 4， 由 (10.17) 可 得 这 同 态 是 
单 的 .这样 S74 可 与 4 的 一 个 子 环 等 辣 . 

2) 当 4 不 是 Noether 环 时 ，Krull 定理 可 能 不 成 立 。 设 4 是 
实数 直线 上 所 有 C” 函数 所 组 成 的 环 ，a 是 所 有 在 原点 为 0 的 # 
构成 的 理想 (a 是 极 大 的 ,因为 4/a 衬 R)， 事 实 上 a 由 恒 等 函 数 


* 生 成 ， 站 "是 4 中 那些 微 商 在 原点 为 0 的 函数 f 作成 的 集 


合 ， 另 一 方面 , 了 被 某 个 元 素 1 十 a€ a) 所 零 化 当 且 仅 当 了 在 
0 的 某 个 邻 域 中 都 为 0 熟知 的 函数 cx* 在 0 附近 是 不 为 0 的， 
但 在 0 点 微 商 为 0, 这 说 明 
4 一 才 和 4 一 STL4 {SS=1+a) 

的 核 不 重合 .。 这 样 4 不 是 Noether 环 . 

Krul 定理 有 很 多 推论 . 

系 理 10.18。 设 4 是 Noether 整 环 ，ua 二 (1) 是 4 的 一 个 理 
想 , 则 fa 一 0. 

证 明 。 1 十 a 中 不 包含 零 因 子 ， 。 国 

系 理 10.19. 4 是 Noether 环 , a 是 4 的 一 个 包含 在 大 根 中 的 
理想 ，M 是 有 限 生成 4- 模 , 则 MM 的 a- 拓扑 是 Hausdorff 拓扑 、 即 
NorM 一 0。 

证 明 . 由 (1.9) 1 十 a 的 每 个 元 素 都 是 可 逆 元 ， 。” 国 


，144 。 


作为 (10.19) 的 一 个 特别 重要 的 特殊 情形 ,我 们 有 : 

系 理 10.28， 设 4 是 Noether 局 部 环 , m 是 它 的 极 大 理想 , M 
是 有 限 生成 4- 模 ， 则 MM 的 m- 拓 扑 是 Hausdorff 拓扑 ， 特别 4 的 
m 一 拓扑 是 Hausdorff 拓扑 。 | 

如 果 我 们 回忆 一 下 4 中 的 一 个 m- 准 素 理想 恰 是 包 在 和 其 
个 圭 m" 中 间 的 任 一 理想 (用 (4.2) 和 (7.14)), 则 我 们 能 够 稍微 不 同 
地 重 述 一 下 (10,20)。 于 是 (10.20) 殖 含 着 4 中 一 切 m- 准 素 理想 之 
交 为 0。 现在 如 果 4 是 任 一 Noether 环 ,b 是 一 个 素 理 想 , 我 们 能 
够 将 (10.20) 的 这 个 形式 用 到 局 部 环 4, 上 ， 再 回 到 4, 利 用 4 中 
扩 准 素 理想 和 4， 中 mn- 准 素 理 想 《m = p4,) 的 一 一 对 应 关系 
《4.8) ,我 们 得 到 : 

系 理 10.21、 设 4 是 Noether 环 ,p 是 4 的 一 个 素 理想 , 则 4 
的 所 有 p~ 准 素 理 想 之 交 是 4 一 A， 的 核 。 硬 


相伴 的 分 次 环 


设 4 是 一 个 环 ,a 是 4 的 一 个 理想 ,定义 
CAT 64 一 四 oem (or~4). 

这 是 一 个 分 次 环 , 其 中 乘法 定义 如 下 : 

对 于 每 个 rs ee"， 令 入 记 zo 在 or/art 中 的 象 ; 定义 
为 roro， 即 rmre 在 qt/antet 中 的 象 ,可 验证 zz， 不 依赖 
于 特殊 代表 元 的 选取 . 

类 似 地 , 若 M 是 一 个 4- 模 ，(M。) 是 M 的 一 个 o- 滤 链 ， 定 义 

GCM)= 四 Ms/ Ma 


它 是 用 自然 方式 定义 的 分 次 G (4) 模 , 以 G, (M) 记 Mi，,/Mon. 
命题 10.22. 设 4 是 一 个 Noether 环 ,a 是 4 的 一 个 理想 , 则 
i) Gu(4) 是 Noether 环 ; 
i) G,《4) 和 G.4) 作为 分 次 环 是 同 构 的 ; 
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二 》 若 人 是 一 个 有 限 生 成 4- 模 ，(M。) 是 M 的 一 个 稳定 o- 
滤 链 , 则 G CM ) 是 有 限 生成 分 次 G.《4)- 模 , 

证 明 . i) 因 A4 是 Noether 环 , 故 a 是 有 限 生 成 的 , 设 由 x+,*……， 
x 生成. 设 x 是 x; 在 ao 中 的 象 ,; 则 G CA) 一 (4/ao)[z,-…， 
5]。 因 4/a 是 Noether 环 ， 由 Hilbert 基 定 理 可 知 G(4) 是 
Noether 环 ， 

i) 由 (10.15) 这 ) 有 onyant+l a 如 /intl， 

证) 存在 m, 使 得 Mss 一 "M 对 一 急 + 之 0, 因此 G (M) 
由 鲜 Gs(M) 生成 每 个 GA(M) 一 Mw Ma 是 Noether 环 且 


被 a 所 零 化 , 故 是 有 限 生成 4/o- 模 ,因此 四 Ga《M )《 作 为 一 个 


4/0q- 模 ) 就 由 有 限 个 元 素 生 成 ,天 此 G(M) 作为 G(4)- 模 也 是 
有 限 生成 的 。 要 
本 章 最 后 一 个 主要 结果 是 一 个 Noether 环 的 q-adic 完备 化 
仍 是 Noether 环 . 在 着 考证 明之 前 我 们 需要 一 个 简单 的 引 理 , 它 
把 任 一 省 链 群 的 完备 化 和 相伴 分 次 群 的 完备 化 联系 起 来 . 
引 理 10.23。 设 由 : 4 一 8B 是 一 个 滤 链 群 同 态 , 见 由 (4。) 全 
B。， 又 设 G($): G 《4) 一 G(B) 及 $5: 4 一 和 是 相伴 分 次 
群 和 完备 化 群 的 诱导 同 态 , 则 
i) G (4b) 单一 > 单 ; 
i) G ($8) 满 二 >$ 注 . 
证 明 ， 研究 正 合 序 列 的 交换 图 表 . 
0—> As/Asu > A/Arr* A/As—0 
Gatp) ntl on 
0-> 卫 /BoH-> 了 /Bo > B/B, >0 
这 给 出 正 合 序列 
0 一 Ker G, (小 ) 一 Ker arr 一 Ker on 一 Coker G, ($4) 
一 Coker cn 一 Coker on — 0., 
由 这 个 序列 ， 对 # 作 归 纳 我 们 看 出 在 情形 i) 有 Ker a, 一 0， 在 
情形 ii) 有 Coker as 一 0。 更 进一步 在 情形 i 我 们 还 有 
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Ker on+rl > Ker an 是 满 的 ， 取 同 态 wo 的 反 向 极限 并 应 用 (10.2) 就 
得 到 了 这 个 引 理 ， ”和 国 

现在 我 们 能 得 出 作为 (10. 22) 的 部 分 逆 的 一 个 结 果 , 这 是 在 证 
明 4 是 Noether 环 中 的 主要 步 又 . 

命题 10.24， 设 4 是 环 , a 是 4 的 一 个 理想 , M 是 一 个 4- 模 ， 
《M,) 是 M 的 一 个 ~- 滤 链 .假定 4 在 qa- 拓扑 下 完备 ; M 在 它 的 滤 
链 拓扑 下 是 Hausdorff 的 ( 即 们 M,。 一 0). 又 设 GC(M) 是 一 有 


限 生成 GC4)- 模 , 则 M 是 有 限 生成 4- 模 . 
证 明 。 取 GCM) 的 一 个 有 限 生成 元 集合 ,并 将 它 分 成 齐 次 

分 量 ， 设 为 《1 < << vw)， 其 中 局 的 次 数 设 为 n (i)， 故 可 设 

它 是 me Mw 的 象 ， 设 F' 是 具有 一 稳定 o- 滤 链 的 模 4， 这 个 
a- 渡 链 由 Fi 一 att 给 出 , 令 F 一 电 Fi。 那么 将 每 个 FF! 中 
生成 元 1 映 为 三 的 映射 定义 一 江 链 群 同 态 

$+: F—M. 
而 
G (4): G(F)—> 6G(M) 

是 G(4)- 模 同 态 ， 由 构成 法 知 它 是 满 映射 ,因此 由 (10.23) i) 
是 满 映射 现在 研究 图 表 


F M 
J 
六 M 


因为 是 自由 的 ，4 一 .4,， 故 5 是 同 构 。 因 M 是 Hausdorff 的 ， 
改 8 是 单 的 。 这 样 $ 满 强 含 着 上 是 满 的 , 这 就 意味 着 M 作 为 4- 
模 由 +,… ,x 生成， 用 

系 理 10.25。 在 (10.24) 假定 之 下 , 如 果 G (M) 是 Noether 
G (4)- 模 , 则 MM 是 Noether 4- 模 . 

证 明 . 由 《6.2) 我 们 必须 证 明 M 的 每 个 子 模 M' 是 有 限 生成 
的 . 设 Ms 一 M'NM Ms， 则 (M5) 是 M 的 o- 滤 链 , 而 说 入 映射 
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Ma 一 对。 给 出 一 个 单 同 态 M5/Min 一 对 /Me 因此 给 出 一 
个 GCM') 到 G《M》 的 覆 入 有 上肢 射 因为 G (M) 是 Noether 环 ， 
G(M') 是 有 限 生成 的 (由 (6.2)); 同时 因为 人 M5 站 M, 二 0， 
M 是 Hausdorff 的 ,于 是 由 (10.24) M’' 是 有 限 生 成 的 ， 最 

现在 我 们 可 以 导出 我 们 所 希望 的 结果 : 

定理 10.26， 如 果 4 是 一 个 Noether 环 ,a 是 4 的 一 个 理想 ， 
则 4 的 时 完 备 化 过 是 Noether 还 ， 

征明 . 由 (10.22) 我 们 知道 

Ga (A) = Gi (A) 

是 Nocther 环 ， 应 用 (10.25) 到 完备 环 了 4 上 ,; 取 M 一 了 (用 包 作 
滤 链 ,因此 是 Hausdorff 的 ) 即 可 . 释 

系 理 10.27。 如 果 4 是 一 Noether 环 ， 则 nn 变 元 震级 数 环 
下 一 4[lxro yx] 是 Noether 环 ,特别 ，X[[xi,-*…,xs]] 是 
Noether 环 ( 丰 是 域 ). 

证 明 . 由 Hilbert 基 定 理 ，4 [x,*.* ,xs] 是 Noether 环 ， 
B 是 它 对 (zx,，…… xa)radic 拓扑 的 完备 化 ，。 国 


习 题 


1. 设 oa，: Z/pZ > Z/p"'Z 是 由 oa (1) 一 p”! 给 出 的 交换 群 的 
单 映射 , 设 a: 4 一 B 是 所 有 as 的 直 和 (4 是 可 数 个 同一 Z/pZ 
的 直 和 , ?是 Z]tz" 之 的 直 和 )， 证 明 4 的 p-adic 完备 化 恰 是 .4， 
而 4 相对 于 从 B 上 p-adic 拓扑 所 诱导 的 拓扑 的 完备 化 是 Z/pZ 
的 直 乘 积 。 证 明 p~adic 完备 化 对 于 所 有 乙 - 模 的 范 栈 而 言 不 是 
右 正 合 函 子 . 

2. 在 习题 1 中 , 设 4, 一 a1(p"B)， 并 研究 正 合 序列 

0— A,.—> A— A/A4,— 0, 
证 明 fm 不 是 右 正 合 的 ,并 计算 im'4，. 

3. 设 4 是 Noether 环 , a 是 一 个 理想 ,M 是 一 个 有 限 生成 4- 模 ,用 

Krull 定理 及 第 三 章 习 题 14 证 明 
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门 eM = MKer (M — Ma,), 


其 中 mm 跑 过 包 有 a 的 一 切 极 大 理想 . 
证 明 
太一 0< 字 Supp(MJInT (a) = 四 《在 SpecC4) 中 ). 
[读者 可 将 履 想 成 M 的 通过 子 概 型 V (a) 的 “Taylor 展开 ”， 
上 述 结果 则 表明 M 在 了 (a) 的 一 个 邻 域 中 由 它 的 Taylor 展开 
而 决定 .] 


. 设 4 是 Noether 环 ，a 是 4 的 一 个 理想 ， 有 4 了 4 是 a-adic 完备 


化 . 对 任意 *E4， 设 4 是 * 在 子 中 的 象 ， 证 明 
x 不 是 4 中 零 因 子 一 >4 不 是 4 中 零 因子 . 
这 是 否 列 含 着 
4A 是 整 环 二 > 4 是 整 环 ? 
[对 序列 0 一 4 了 应 用 完备 化 的 正 合 性 .] 


-. 设 4 是 Noether 环 , 并 设 a,b 是 4 的 理想 。 如 果 M 是 任 一 4- 


模 , 设 M" 和 M?* 分 别 表示 它 的 a-adic 和 b-adic 完备 化 。 如 
果 M 是 有 限 生成 的 ,证 明 (M*》»* 一 Mo 。 
[ 取 正 合 序 列 
0—> b"M — M/b"M—0 
的 a-adic 完备 化 ,并 应 用 (10.13)， 然 后 利用 同 构 
lim (lim M /(a"M Te") 兰 limM/aM + PM 


及 包含 关系 
(a + bmEo + br (a + 6)".] 


. 设 4 是 Noether 环 , a 是 4 中 一 个 理想 。 证 明 a 包 含 在 4 的 大 


根 中 当 且 仅 当 4 中 每 个 极 大 理想 对 于 oa- 拓扑 是 闭 的 。 (一 个 
Noether 拓扑 环 ， 若 其 中 拓扑 由 包含 在 大 根 中 的 一 个 理想 所 定 
义 , 这 种 环 叫做 Zariski 环 , 例子 有 局 部 环 及 a-adic 完备 化 (由 
(10.25) iv) 可 知 .) 


, 设 4 是 一 个 Noether 环 ， a 是 4 中 一 个 理想 ， 用 是 o-adic 完备 
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8. 


化 .证明 人 4 在 4 上 是 忠实 平坦 的 ( 见 第 三 章 , 习题 16) 当 且 仅 
当 4 对 于 oa- 拓扑 是 Zariski 环 . 
[ 因 用 在 4 上 平坦 ,只 要 证 明 
M 一 寿 是 满 映射 ,对 一 切 有 限 生成 模 M < 4 是 Zariski 环 . 

利用 (10.19) 及 习题 6.] 

4 是 C* 中 原点 的 局 部 环 ( 即 所 有 有 理 溪 数 f/g € Cl(z1,*… ,zn) 
而 g (0) x 0 构成 的 环 ), 设 8 是 在 原点 的 某 个 邻 域 中 收敛 
的 z1,，*，* ,zn 的 暴 级 数 构成 的 环 ，C 是 zy,…… ,zs 的 形式 
窒 级 数 环 ,于 是 4CBCC. 证 明 B 是 局 部 环 ,而 它 相 对 于 极 
大 理想 拓扑 的 完备 化 是 C. 假设 3 是 Noether 环 , 证 明 B 是 
所 -平坦 的 [应 用 第 三 章 ,习题 17 和 上 面 的 习题 7,] 


9. 设 4 是 局 部 环 , m 是 它 的 极 大 理想 。 假设 4 是 m-adic 完备 的 ， 


对 任 一 多 项 式 卫 (x) € A [x], 设 j(x)E《(A4/m) [x] 记 其 modm 
的 间 余 类 ， 证明 Hensel 引 理 : 设 f (x) 首 项 系数 为 1, 次 数 
为 x, 并 设 存 在 互 素 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 (x)，h(x) € 
《A/m) [z]， 次 数 分 别 是 +， > 一 +， 使 得 f(x) 一 g(x)ZCx)， 
则 我 们 可 将 & (x)， (x) 提升 回 到 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 
g (x), h(x) € A [x]， 使 得 fj (x) = g(x)h (x). 
[假设 我 们 归纳 地 已 造 出 gx (x)，Ah 思 (x)€4[x] 使 得 
gr Cx) he Cx) — fr) E mtd [x]， 则 利用 ECx) 和 C(x) 互 
素 这 个 事实 ， 我 们 可 以 找到 ap (x)，B6 《x)， 次 数 分 别 碾 
2 一 r，7， 使 得 x? 一 ap (x)84 (x) 十 pp 《x)h4《x),p 是 适合 
1 志 p 筷 # 的 整数 , 最 后 利用 4 的 完备 性 去 证 明 序列 gx (x)， 
he Cx) 收敛 于 所 要 求 的 g (zx), h(x).] 
i) 沿用 习题 9 的 记号 ,从 Hensel 引 理 推出 : 如 果 fj (x) 有 
一 个 单 根 we 4/m， 则 f (x) 有 一 个 单 根 a€ 4 ， 使 得 
a 一 4 modm. 
ii 证 明 2 是 7-adic 整数 环 中 的 平方 元 . 
ii) 设 xy)eceAkfIr。y],& 是 域 , 并 设 人 0,y) 以 7 一 mw 
为 单 根 , 证 明 存 在 形式 短 级 数 
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y(x) 一 > wor" 使 得 jzy(z)) 一 0. 


《这 给 出 曲线 了 一 0 通过 点 (0, so) 的 “解析 支 (analytic 
branch)”.,) 
-证明 (10.26) 的 逆 是 不 成 立 的 ， 其 至 我 们 假设 4 是 局 部 环 且 24 
是 有 限 生成 4- 模 也 不 成 立 ， 
L 取 4 是 x 的 一 切 C” 函 数 在 * = 0 的 芽 (germ) 组 成 
的 环 , 并 应 用 Borel 定理 : 每 个 形式 震级 数 可 作为 某 个 C* 函 
数 的 Taylor 展开 .] 

12. 4 是 Noether 环 , 则 4 [[x ,xs]] 是 忠实 平坦 4- 代 数 . 

[将 4 一 4 [[x,'…*…, xn]] 表 为 平坦 扩张 的 合成 ,并 应 用 第 一 
章 习 题 5 (V).] 


| 一 
一 
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第 十 - 童 维 数 理论 


簇 的 维 数 是 代数 几何 中 一 个 基本 概念 、 它 本 质 上 是 一 个 局 部 
概念 ， 在 这 一 章 我 们 将 指出 ,对 于 一 般 Noether 局 部 环 , 有 着 十 分 
令 人 满意 的 维 数理 论 . 主要 定理 给 出 了 关于 维 数 的 三 个 不 同 定义 
的 等 价 性 .其 中 二 个 定义 有 十 分 明显 的 几何 内 容 , 而 包含 Hilbert 
函数 的 第 三 个 定义 是 比较 形式 的 ， 但 是 , 它 有 许多 技术 上 的 方便 ， 
如 果 较 早 地 把 它 引进 ,整个 理论 就 变 得 比较 精简 了 . 

在 讨论 过 维 数 之 后 ,我 们 简略 地 叙述 一 下 正则 局 部 环 , 它 与 代 
数 几 何 中 非 麻 异 的 概念 相对 应 ， 我 们 将 确定 正则 性 的 三 个 定义 的 
等 价 性 . 

最 后 指出 ,对 于 域 上 的 代数 簇 ,我 们 定义 的 局 部 维 数 怎 样 与 六 
数 域 的 超越 次 数 一 致 ， 


Hilbert 函 数 


令 4 一 细 4 是 Noether 分 次 环 ， 由 (10.7)，Ao 是 Noether 
n=0 


环 ， 而 且 4 《作为 4or- 代 数 ) 是 有 限 生 成 的 ， 我 们 可 以 取 生 成 元 
xs xy 是 齐 次 的 ,次 数 分 别 为 二，…， 天 《都 大 于 0). 

令 M 是 有 限 生成 分 次 4- 模 。 那么 M 由 有 限 个 齐 次 元 素 , 臂 如 
说 mr (1 所 7 所 丧生 成 ; 令 rj; 一 deg mi Ms 的 每 个 元 素 , 即 M 
的 次 齐 次 分 量 , 具 有 形式 祖 fi (x)mi, 其 中 fj (x)&《4 是 2 一 
次 齐 次 的 (如 果 w 二 +r; 是 零 )， 由 此 得 出 ，M，。 作为 4or- 模 是 有 限 
生成 的 , 即 它 由 所 有 gj (x) m; 生成 ,这 里 gj; (x) 是 xi 的 单项 式 ， 
总 次 数 为 7 一 fj. 

令 是 定义 在 所 有 的 有 限 生成 4o- 模 上 的 一 个 加 性 函数 〈 在 
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Z 中 取 值 )， M( 相 对 于 4) 的 Poincaré 级 数 指 的 是 信 M。) 的 
生成 函数 , 即 它 是 竺 级 数 


PCM,72) = > 41M) EZ [I]]. 
定理 11.1. (Hilbert，Serre). PCM ,1) 是 上 的 形 如 
fGOVTIG — £1) 


的 有 理 函 数 ,其 中 f (De Z[4]. 

和 证明， 对 4 在 4 上 的 生成 元 的 个 数 * 作 归 纳 法 . 由 :一 0 出 
发 ， 这 意味 着 4 一 0 对 所 有 # > 0， 所 以 4 = 4o， 而 M 是 有 
限 生成 4o- 模 ,因此 对 所 有 足够 大 的 a，M, 一 0， 于 是 ,在 这 情况 
下 ，P(CM,z) 是 多 项 式 . 

现在 假设 * > 0， 定 理 对 :一 1 成 立 ， 将 M。 的 每 个 元 素 乘 
以 定义 了 从 Ms 到 Maik 之 中 的 一 个 4o”) 模 同 态 , 因 此 它 给 出 
一 个 正 合 序列 

0> kK,—> M.S Mo > Larks > 0. (1) 

令 KK 一 四 K,，L 一 四 Ls; 这 是 两 个 有 限 生成 4- 模 (因为 Kk 是 


M 的 子 模 , 工 是 M 的 商 模 )， 它 们 都 被 +, 所 零 化 ,因此 它们 是 4。 
Ex zi 一 模 ， 对 (1) 应 用 4; 由 《2.11) 我 们 有 
1 KK) — 4Ms) + ICMatks) — 4Lotks) 一 0; 

乘 以 "+ 并 对 * 求 和 ,我 们 得 到 

(1—ih)POM ,1) = POL, 7) — ttP (KR, tg (Et (2) 
其 中 g (x) 是 多 项 式 ， 应 用 归纳 假设 ,命题 即 得 证 。 ” 转 

我 们 用 4(M》 表 示 PCM, 2?) 在 1 一 1 的 极点 的 阶 ， 它 提 
供 了 M( 相 对 于 4) 的 “大 小 ”的 一 个 度量 ， 特 别 4(447) 被 定义 ， 所 
有 的 大 一 1 的 情况 特别 简单 : 

系 理 11.2。 如 果 每 个 k= 1， 那么 对 所 有 足够 大 的 mw 


*) 原 书 中 此 处 是 4 一 一 译 者 注 
。153。 


1〈《M。) 是 2 的 4 一 1 次 2( 其 有 有 理 系数 ) 的 多 项 式 . 
证 明 . 由 (11.1), 我 们 有 4CMs) 一 让 OIL 一切 中 所 的 
系数 .消去 《1 一刀 的 暴 , 我 们 可 以 假设 ;一 4 和 jf(1) < 0. 假 
N 
设 fo 一 》jart*; 由 于 


=O 


a 


大 一人 


我 们 有 
d+ 一 一 
CN 一 六 本 小 对 所 有 ”之 N. 


k=0 
右边 的 和 是 # 的 多 项 式 , 首 项 (Zat) ze Cd 一 1)1 送 0， 和 
注 记 . 1) 一 个 多 项 式 f(x》 可 以 对 所 有 整数 = 来 说 f(x) 


都 是 整数 ,而 f 不 一 定 具 有 整 系数 ， 例 如 ， Tx: + 1). 


2) 在 (11.2) 中 的 多 项 式 通常 叫 作 M( 相 对 于 4) 的 Hilbert 函 
数 (或 多 项 式 ). 

现在 回 到 序列 (1).。 让 我 们 用 不 是 M 中 的 零 因 子 的 任 一 元 素 
ze 4 (〈 即 ,xz 一 0, m€ M 一 > m 一 0) 来 代替 x,, 那么 K 一 0， 
方程 (2) 指出 

d(L)— d(M)—1. 

因此 我 们 证 明了 

命题 11.3。 如 果 x+€ 4 不 是 M 中 的 零 因 子 ， 那 么 
d(M/rM)= 4d(M)—1. | 

我 们 将 在 4 是 Artin 环 ( 特 别 ,是 域 ) 和 2CM) 是 有 限 生 成 
:or- 模 对 的 长 度 上 CCM) 的 情况 下 使 用 (11.1). 根据 (6.9),7(M ) 是 
加 性 的 . 

例 . 令 4 一 4ofx wx%]， 其 中 人 do 是 Artin 环 , xi 是 无 


1 这 里 我 们 约定 零 多 项 式 的 次 数 是 一 1 二 项 式 系数 (“| ) 一 0 对 » 之 0， 
(Da 
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关 未 定 元 . 那么 4。 是 由 单项 式 xz xz ， 这 里 3m; 一 >， 生 


s 十 nan 一 1] 
成 的 自由 4- 模 。 这 里 单项 式 总 共有 (”“”， ) 个 ， 因 此 P 


(As zi) 一 《1] — 7) (40). 

现在 ,我 们 用 第 十 章 中 的 办 法 ,通过 过 渡 到 相伴 分 次 环 来 讨论 
由 局 部 环 得 到 的 Hilbert 函数 . 

命题 11.4。 令 4 是 Noether 局 部 环 ,m 是 它 的 极 大 理想 ,q 是 
一 个 m- 准 素 理想 , M 是 有 限 生 成 4- 模 , (M,) 是 M 的 一 个 稳定 的 
滤 链 。 那 么 . 

i》 对 每 个 x 之 0，M /M。 有 有 限 长 度 ; 

ii) 对 所 有 充分 大 的 wn 这 个 长 度 是 * 的 一 个 多 项 式 g (#)， 
次 数 三 ;:，s 是 9 的 生成 元 的 最 小 个 数 ， 

这) g 《mn) 的 次 数 和 首 项 系数 只 依赖 于 M 和 9, 不 依赖 于 滤 链 

证 明 ， 让 ) 令 G(4)= BD q"/q"™, G(M)= 里 M。/M sr. 
根据 (8.5)，Go(4) 一 4/q 是 Artin 局 部 环 ; G(A) 是 Noether 
环 ，G(M) 是 有 限 生成 分 次 GC(4) 模 (10.22)， 每 个 C。(M ) 一 
M。/ Mi 是 被 9 所 零 化 的 Noether 4- 模 ， 因 此 是 Noether A/9q- 
模 , 于 是 有 有 限 长 度 ( 由 于 4/9 是 Artin 环 ). 于 是 M/M。 有 有 
限 长 度 而 


了 一 


1 1 (MIM) =— SM/M,). (1) 


二 ) 如 条 x ，,'…… ,x 生成 9, 那么 G(4) 作为 4/q- 代 数 由 
xi 在 9/q 中 的 象 生 成 ,而 每 个 zi 的 次 数 为 1。 由 (11.2) 我 们 
有 11M/Msri) 一 (x)， 对 所 有 大 的 nw， 而 f(rn) 是 4 的 次 数 
委 * 一 1 的 多 项 式 ， 由 (1) 我 们 有 2 一 六 一 帮 2)， 由 此 得 
出 ,对 所 有 大 的 x, 1s 是 一 个 次 数 之 :的 多 项 式 g(z2)， 

年) 令 (部 ,) 是 必 的 男 一 个 稳定 的 9- 滤 链 ,4) 一 1M/ 衣 ,). 


*) 原 书 中 了 C4 切 一 《1 一 加 7. 一 一 译 者 注 
es 155 。 


由 (10.6) 这 两 个 滤 链 有 有 界 差 , 即 存在 一 个 整数 mo, 使 得 M ,rw 
衣 ,， 租 ,4o, 守 Ms 对 所 有 4 全 0; 从 而 我 们 有 g(x 十 m0) 三 ECz)， 
Cn 二 no) 之 g(n)， 由 于 对 所 有 大 和 的 x， 种 名 是 多 项 式 , 我 
们 有 lmg (an)/8g (xn) 一 1， 所 以 g， 8 有 相同 的 次 数 和 首 项 系 
数 ，“ 国 

和 滤 链 (9"M) 相应 的 多 项 式 g(x) 用 Xr (mn) 表示: 

xX Cn) = 1(M/9M) (对 所 有 大 的 2). 

如 果 M 一 4, 我 们 用 Xs(n)》 表示 X4C《x)， 并 反 Cn》 出 
作 m- 准 素 理想 9 的 特征 多 项 式 . 在 这 情况 下 ,(11.4) 给 出 

系 理 11.5。 对 所 有 大 的 >， 长 度 1(4/q") 是 次 数 三: 的 一 
个 多 项 式 X,(n)， 这 里 s 是 9 的 生成 元 的 最 小 个 数 ， 。 卓 

下 边 的 命题 指出 ， 多 项 式 X,(n) 对 于 m- 准 素 理想 9 的 不 司 
选取 都 有 相同 的 次 数 . 

命题 11.6， 如 果 4, m, e 是 如 上 面 所 给 出 的 ,那么 

degXa (7) 一 degXm (1). 

证 明 ， 根 据 (7.16)， 对 某 个 ” 我 们 有 m 二 4 二 wm， 因此 

nm 刁 9q* 二 mr>， 于 是 
Xp) < Xn) 志 Xn《rm) 对 所 有 大 的 ?> 

现在 让 x 一 ceo， 注意 X 是 = 的 多 项 式 . 国 

xX, (nx) 的 公共 次 数 用 2(4) 表示 : 鉴于 (11.2), 这 意味 着 我 
们 置 4CA) 一 4《Gn《(4))， 其 中 4 《Gn(4)) 是 用 G.(4) 的 
Hilbert 函数 在 1 一 1 的 极点 的 阶 所 确定 的 整数 ， 


Noether 局 部 环 的 维 数理 论 


令 4 是 Noether 局 部 环 , m 是 它 的 极 大 理想 . 

令 5(4) 一 4 的 mm- 准 素 理 想 的 生成 元 的 最 小 个 数 . 我 们 
的 目的 是 要 证 明 5(4) 一 4(4) 一 dim《4). 我 们 将 通过 证 明 
5 《4)d (A4) 之 dim (4) 关 5 《4) 来 达到 这 一 点 ，(11.5) 和 
《11.6) 一 起 提供 了 这 个 链 的 第 一 个 环节 . 
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命题 11.7，。5(41) 宇 d(CA4).， 外 

下 边 我 们 对 局 部 环 证 明 一 个 类 似 于 《11.3) 的 命题 ， 注 意 , 这 
个 证 明 使 用 Artin-Rees 引 理 的 强 形式 (不 只 是 拓扑 部 分 》. 

命题 11.8， 令 4,，m, 9 如 前 。 再 令 M 是 有 限 生成 4- 模 ， 
xE€A 是 M 中 的 非 零 因 子 而 M 一 M/xM。. 那么 

deg Xi < deg xy 一 1， 
证 明 . 令 N= xM; 那么 根据 对 zx 所作 的 假设 ，M 和 NN 作 
为 4 模 有 N<M. 令 N, 一 NNq"M. 于 是 我 们 有 正 合 序 列 
0 一 NA/N 一 M][/qM 一 MiM 一 0. 
因此 ,如 果 g(#) 二 1(N/N,)， 我 们 有 
8g (2) — XY (Hn) + XY (2 一 0 
对 所 有 大 的 x.。 现在 根据 Artin-Rees 引 理 (10.9)，(N,) 是 的 
一 个 稳定 的 9- 滤 链 。 因此 N 实 M， 由 《11.4) 这 7) 推出 (2 ) 和 
XxX#(n) 有 相间 的 首 项 ;于 是 命题 成 立 ， 国 

系 理 11.9。 如 果 4 是 Noether 局 部 环 ，* 是 4 中 的 非 零 因 
子 , 那 么 4(A/(x)) 所 4(4) 一 1. 

证 明 . 在 (11.8) 中 , 令 M 一 4. 重 

现在 我 们 可 以 证 明 决 定性 的 结 

命题 11.10。 4 (4) 守 dim 4. 

证 明 . 对 4 = 4(4) 作 归 纳 法 ， 如果 4 一 0， 那 么 对 所 有 
大 的 zn，1(A/m") 是 常数 ,于 是 对 某 个 n,m” 一 m+! 由 Nakayama 
引 理 (2.6),，m" 一 0， 因 此 4 是 Artin 环 而 dimA 一 0， 

假设 4 盖 0, 令 pnCpcC.…Chp 是 4 中 的 任何 一 个 素 理 
想 链 . 再 令 x EP xP 和 4 = A/po, x 是 * 在 4 中 的 象 . 
那么 x* 夺 0，A4” 是 整 环 ， 由 (11.9) 我 们 有 

da(dA/(x)) Sd(A4)—1. 
如 果 m 是 4 的 极 大 理想 ，A'/m” 是 4/m” 的 同 态 象 ， 因 此 
1(4/m') 宇 1(4 jm")， 于 是 4(4) 之 d(4A4 )， 从 而 
dA /x SAA 1m dO—1. 
因此 由 妇 纳 假设 , 4 /(x’) 中 的 任何 素 理想 链 的 长 度 夺 4 一 1. 但 
。157 + 


是 ，p，…，p 在 4 人 /xz)》 中 的 象形 成 一 个 长 度 为 + 一 1 的 链 ， 
因此 7 一 1 过 4 一 1， 从 而 7 三 4 于 是 dmA 万 4d, [ 

系 理 11.11。 如 果 4 是 Noether 局 部 环 , 那么 dim 4 是 有 限 
的 . 国 

如 果 4 是 任何 环 ,p 是 4 中 的 素 理想 ,那么 p 的 高 度 定义 为 在 
?终止 的 素 理 想 链 由 CC 产生 :CCpm 一 ?的 长 度 的 上 确 界 , 记 作 
heightp， 由 (3.13)，heightp 一 dim 4 。 因 此 ,由 (1L1.11) 得 : 

系 理 11.12。 在 Noether 环 中 , 每 个 素 理 想 有 有 限 高 度 , 因 此 ， 
Noether 环 中 的 素 理想 集合 满足 降 链 条 件 . 国 

注 记 . 考虑 以 p 开始 的 素 理想 链 , 我 们 可 以 类 似 地 定义 p 的 
深度 , 记 作 depthp， 显 然 depthp 一 dim 4/p. 但 即使 在 Noether 环 
中 ,一 个 素 理 想 的 深度 也 可 以 是 无 限 的 (除非 是 局 部 环 ), 见习 题 4. 

命题 11.13。 令 4 是 维 数 为 4 的 Noether 局 部 环 . 那么 在 
有 4 中 存在 一 个 由 4 个 元 素 xb …，xe 生成 的 mr- 准 素 理想 ， 办 此 
dim 4 宇 6 (4). 

征明， 归纳 地 构造 x,，-*，xa，。 使 得 对 每 个 i, 包含 《x1，*……， 
x; ) 的 每 个 素 理想 的 高 度 之 i。 假设 i > 0，x ,xi 已 经 构 
成 ， 令 (1 过 1 和 5) 是 Cx, xi-t》 的 高 度 恰 为 i 一 1 的 
极 小 素 理 想 ( 如 果 有 的 话 )。 由 于 i 一 1<4 = dim 4 == heigatm,， 


我 们 有 mpi (1 所 j 气 s)， 因 此 由 (1.11) mG Upj; ?选取 
j=1 


xi EM zi 六 UN 令 9 是 包含 〈rz xz) 的 任何 素 理想 ， 那 么 
q 包 有 (xy， “*y Xi) 的 某 个 极 小 素 理想 和 如 果 对 某 个 1，h 一 
p;， 我 们 有 xi: Eq9，xi&P， 因 此 9 卫 p 于 是 heightq 之 与 如 果 
pp; (1 所 j 志 s), 那么 heightp 之 i， 因此 height9 之 i。 于 是 
包含 《x1，,*… ,+i) 的 每 个 类 理想 的 高 度 之 并 

考虑 《zx xz) 如 果 p 是 这 个 理想 的 一 个 素 理想 ,p 的 
高 度 da 因此 pp 一 m( 因 为 pC mm 一 > heightp? < heightm = 4), 


*) 原 书 误 为 ms UP. 一 译 者 注 
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于 是 理想 《xi "> xa) 是 nm- 稚 素 的 用 


大 泌 11i14( 禾 癌 它 理 )， 寻 于 在 向 Noether 局 部 环 4 ,下面 
的 三 个 整数 是 相等 的 : 

i) 在 4 中 的 素 理 想 链 的 极 大 长 度 ， 

ii) 特征 多 项 式 Xs (7) 一 14/m")》 的 次 数 ; 

iii》 4 的 m- 准 素 理 想 的 生成 元 的 最 小 个 数 . 

证 明 . (11.7)，(11.10)，(11.13)、 二 

例 ， 令 4 是 多 项 式 环 4 [xi …，zs] 在 极 大 理想 m 一 (ma ……， 
x。) 处 的 局 部 化 .那么 G。(4) 是 = 个 未 定 元 的 多 项 式 环 , 它 的 
Poincaré 级 数 是 (1 一 避 .因此 使 用 (11.14) 中 的 让 和 ii) 的 等 
价 性 ,我 们 推出 dim4* 一 x. 

系 理 1115， dim 4 之 dim Km/m). 

证 明 . 如 果 x;Em(1l 二? 所:)， 使 得 它们 在 m/w 中 的 象 
组 成 这 个 向 量 空间 的 基 ,那么 由 (2.8)，x 生成 m; 因 此 由 (11.13)， 
dimk (m/m’) = s > dim 4， 型 

系 理 11.16。 令 -是 Noether 环 ，m zeEd、 那么 属于 
《xz ar) 的 每 个 极 小 理想 p 的 高 度 委 ”. 

证 明 . 在 4, 中， 理想 〈z………，x*) 变 成 p 一 准 素 的 ， 因 此 
之 dim As 一 height p。 | 

系 理 11.17. 《Krull 主 理 想 定理 )。 令 A4 是 Noether 环 ，xz 是 
也 的 一 个 元 素 , 它 不 是 零 因子 也 不 是 可 逆 元 ， 那 么 (x) 的 每 个 极 
小 素 理想 的 高 度 都 等 于 1. 

证 明 . 由 (11.16),，heightp < 1， 如 果 heightn 一 0, 那么 p 
是 属于 0 的 素 理 想 ,由 (4.7),P 的 每 个 元 素 是 零 因子 , 但 是 xcp. 
得 到 矛盾 . | 

系 理 11.18.。 令 4 是 Noether 局 部 环 ,x 是 mm 的 元 素 且 不 是 零 
因子 .那么 dm A/(x) 一 dim 4 一 于 

证 明 令 d= dim A/(x)， 由 (1.9) 和 (11.14)， 我们 有 


*) 在 原 书 中 ;这 里 是 dimdu 王 #, 一 一 译 才 注 
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4 之 dim 4 一 1 男 一 方面 ; 令 (1 委 ! 委 4d) 是 m 的 元 素 ， 它们 
在 A4/(x) 中 的 象 生成 一 个 m/(x) 一 准 素 理想 ， 那么 在 4 中 的 理 
想 (x, xi,*……, x4) 是 nm- 准 素 的 ,因此 4 十 1 宇 imA4， 痢 

系 理 11.19。 令 子 是 4 的 m-adice 完备 化 .那么 dim4 一 
dim 4. 

证 明 . 由 (10.15)，A/im? 兰 4/hnr 因此 Xs (rn) 一 Xr(n)。 
旱 

如 果 x.,，……, xg 生成 一 个 mm- 准 素 理 想 , 且 4 一 dm4， 我 
们 就 把 x,,-… ,xa MM 作 一 个 参数 系 . 下 面 的 命题 叙述 了 它们 的 
一 个 无 关 性 质 . 

命题 11,20， 令 +,…, xs 是 4 的 一 个 参数 系 , 9 一 (ro 
xz) 是 由 它们 所 生成 的 m- 准 素 理 想 . 令 fa pt) 是 系数 在 
4 中 的 次 的 齐 次 多 项 式 , 且 假设 

FE 9 

那么 f 的 所 有 系数 都 位 于 m 中 

征明, 考虑 分 次 环 同 态 . 

a: (A/q9) fn， 1 一 GCC4)， 

它 由 二 x 给 出 ,这 里 ;是 未 定 元 , xz; 是 x;mod 9 由 关于 天 
的 假设 推出 j (4,…, ts)《f mod q 的 约 简 ) 是 在 a 的 核 中 ， 若 可 
能 有 f 的 某 个 系数 是 可 逆 元 , 那么 了 不 是 零 因 子 (参看 第 一 章 习 题 


3)， 我 们 有 
d(G 4)) 近 dd41]/e)[5 1/(f)) 因为 f€ Ker (a) 
= d((A/9) Fat) 一 1 由 (11.3) 
= d— 1 由 《11.3) 下面 的 例 . 


但 是 ,由 主要 定理 (11.14)，d( Gi A)) 一 4， 这 样 得 出 矛盾 . 
如 果 4 包 有 一 个 域 〖， 它 可 以 同 构 地 了 上映 到 辣 余 类 域 4/m 之 
上 ,那么 这 个 命题 采取 一 种 简单 的 形式 : 
系 理 1.21。 如 果 《C 4 是 一 个 域 , 它 同 构 地 里 到 4/m 之 


*) 这 里 原 书 中 是 x; mod 1. 一 一 译 者 注 
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上 ,又 设 Xi1s"**s Xd 是 一 个 参数 系 ， 那么 X13 “5 区 4 在 & 上 是 代 
数 无 关 的 . 

证 明 . 设 fx …，xs) 一 0， 这 里 了 是 系数 在 & 中 的 一 个 
多 项 式 ， 如 果 f 蔷 0， 我 们 可 以 写 1 一 大 十 高 次 项 , 其 中 fj 是 s 
次 齐 次 多 项 式 且 大 关 0. 对 庆 应 用 (11.207， 我 们 推出 大 的 所 有 
系数 都 在 m 中 。 由 于 的 系数 都 在 《中 , 得 到 一 0， 矛盾， 办 
此 ”xm … xz 在 & 上 是 代数 无 关 的 。 国 


正则 局 部 环 


在 代数 几何 中 , 奇异 点 和 非 奇异 点 《见习 题 1) 之 间 存 在 着 重 
要 的 区 别 . 非 奇异 点 的 局 部 环 具 有 叫 作 正则 局 部 环 的 推广 (对 非 
几何 情况 ) 它们 是 满足 下 面 定理 的 (等 价 ) 条 件 让 一 过) 之 中 的 任 
何 一 个 条 件 的 环 . 

定理 11.22。 令 4 是 4 维 的 Noether 局 部 环 ，m 是 它 的 极 大 
理想 ,二 4/m. 那么 下 面 的 断言 是 等 价 的 : 

i) Gn A) 党 Rliis** ,fal]. 其 中 ti 是 无 关 未 定 元 ; 

ii) dimnk (m/m’) = di; 

ii》m 可 由 4 个 元 素 生 成 ， 

征明 1 一 >i) 显然 ， 让 二 站 ) 根据 (2.8): 见 (11.15) 
的 证 明 . i 二 > 让); 令 由 一 (zxd)， 那 么 由 (11.20), 瑞 射 
ca: &[xr ,Xa] 下 Gna《(4) 是 一 个 分 次 环 同 构 。 国 

正则 局 部 环 一 定 是 整 环 : 这 是 下 面 较 一 般 的 结果 的 推论 . 

引 理 11.23。 令 4 是 一 个 环 ，a 是 4 的 一 个 理想 ， 而 且 
门 a? 一 0. 假设 Gu(4) 是 整 环 .那么 4 是 整 环 ， 


bi 


证 明 ， 令 x,y 是 4 的 非 堆 元素， 那么 由 于 Na 一 0, 存在 
整数 r,s 之 0 使 得 x Ea',， x atl，yEa,， y 长 qtl， 今 ,表示 
+，y 分 别 在 G,《4)，、G; (4) 中 的 象 ,那么 x 疡 0,， 5 志 0， 因此 
xy 一 .0, 于 是 xy 半 0.。 国 
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因此 ,由 (9.2), 维 数 是 1 的 正则 局 部 环 就 是 离散 赋值 环 . 

也 可 以 证 明 , 如 果 4 是 局 部 环 , G。(4) 是 整 闭 的 整 环 ,那么 4 
是 整 闭 的 。 由 此 可 推出 ,正则 局 部 环 是 整 闭 的 ;但 是 存在 不 是 正则 
的 维 数 > 1 的 整 闲 局 部 整 环 ， 

命题 tl1.24。 令 4 是 Noether 局 部 环 ， 那 么 4 是 正则 的 当 生 
仅 当 4 是 正则 的 . 

证 明 . 根据 (10.16),，(10.26) 和 (11.19)， 我 们 知道 了 4 是 
Noether 局 部 环 , 和 2 有 相同 的 维 数 而 全 是 它 的 极 大 理想 . 现在 运 
用 (10.22), 得 到 G。(4) 衬 Ga(4)，, 命 题 成 立 ，。 国 

注 记 . 1》 由 上 边 我 们 所 说 的 可 以 得 到 4 也 是 整 环 ， 几何 
上 的 说 靶 ,这 意味 着 (局 部 地 ) 

非 奇 异性 一 > 解析 不 可 约 性 ， 
或 者 ,在 非 奇异 点 只 存在 一 个 解析 支 . 

2) 如 果 4 包 有 一 个 同 构 于 4/m 的 域 下 《几何 情况 )、 那 么 
(11.22) 推出 地 是 域 和 上 < 个 未 定 元 的 形式 震级 数 环 。 因此 域 帮 
上 的 < 维 往 上 的 非 奇 异 点 的 局 部 环 的 完备 化 痢 是 同 构 的 ， 

例 ， 令 4 一 Ex xn (& 是 任何 域 , x; 是 无 关 来 定 
元 ); 再 令 mn 二 (x4,… xa)， 那 么 4。〈( 仿 射 空间 六 在 原点 的 局 
部 环 ) 是 正则 局 部 环 ， 因 为 Ge(4u)*) 是 ”个 变 元 的 多 项 式 环 , 


过 越 维 数 


我 们 通过 指出 局 部 环 的 维 数 怎样 与 经 典 地 由 函数 域 定义 的 徐 
的 维 数 相 联系 来 结束 维 数理 论 的 这 个 简略 论述 . 
为 简单 起 岗 ， 假 设 《 是 代数 闭 域 ，V 是 上 的 不 可 约 仿 射 
徐 。 因 此 坐标 环 4 (了 ) 具有 形式 
ACV) = Lr, rn]/p, 
这 里 p 是 一 个 素 理 想 。 整 环 4 (7) 的 分 式 域 叫 作 了 上 上 的 有 理 下 


*) 原文 是 Ca《4). 一 一 译 者 注 
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数 域 ,用 CV》 表 示 . 它 是 & 的 有 限 生成 扩张 ,所 以 它 在 有 上 有 
有 限 超越 次 数 一 一 上 上 的 代数 无 关 元 的 最 大 数 ， 这 个 数 定义 为 V 
的 维 数 . 现在 回忆 一 下 ， 根 据 零点 定理 ， 了 的 点 与 4《V) 的 极 
大 理想 一 一 对 应 。 ”如果 P 是 与 极 大 理想 m 相 应 的 点 ,我们 把 
dim 4《V)。 着 作 V 在 P 的 局 部 维 数 .我们 打算 证 明 

定理 11.25.， 对 于 上 的 任何 不 可 约 簇 了 来 说 ，V 在 任何 一 
点 的 局 部 维 数 都 等 于 dim VV. 

注 记 。 由 (11.21) 我 们 已 经 知道 dim 7 之 dim 4。 对 于 所 有 
的 m， 问 题 是 要 证 明 反 向 的 不 等 式 。 为 此 且 的 ， 主 要 的 引 理 是 : 

引 理 11.26. 令 BCA4 是 整 环 ,8 是 整 闭 的 ,4 在 B 上 整 ,再 
令 m 是 4 的 极 大 理想 ,，n 一 m 站 B， 那么 n 是 极 大 的 且 dim 4， 一 
dimB,. 

证 明 . ”这 是 第 五 章 结果 的 一 个 容易 的 推论 。 首 先 由 (5.8) mn 
是 极 大 的 . 其 次 ,如果 


mODOqDq DOq (1) 
是 4 中 的 严格 素 理 想 链 ,由 (5.9) 它 与 的 交 是 严格 素 理 想 链 
nDpDp DD pa. (2) 


这 证 明了 dm B, 守 dim 4,.。 反之 给 了 严格 链 (2), 由 《5.16) 我 们 
能 够 把 它 提升 为 链 (1)( 一 定 严格 ), 因 此 dim 4A， 之 dim B，. 国 
现在 我 们 可 以 继续 : 

(11.25) 的 证 明 . 根据 正规 化 引 理 (第 五 章 ,习题 16), 我 们 能 
够 找到 包含 在 4 《V) 中 的 多 项 式 环 B 一 Lx， ,xa] 使 得 
d 一 dim V 和 4 (V) 在 B8 上 整 。 由 于 B 是 整 闭 的 (根据 (5.12) 后 
面 的 注 记 ), 我 们 可 以 应 用 (11.26), 于 是 就 把 我 们 的 工作 归结 到 对 
于 环 B, 即 对 于 仿 射 空间 ,去 证 明 (11.25)， 由 于 仿 射 空间 的 任何 
一 点 都 可 取 作 坐标 原点 而 我 们 已 经 看 到 ， 如 wi，,*" ,xal 在 极 大 理 
想 (x1,"…, xs) 的 局 部 化 是 4 维 局 部 环 ,命题 得 证 。 ”日 

系 理 11.27。 对 于 4《(V) 的 每 个 极 大 理想 m, 我 们 有 

dim A(V) = dim A(V),. 
和 证明， 根据 定义 ,我 们 有 dim4 (PV) 一 supndim 4《(V)。， 但 是 
“163. 


由 (11.25), 所 有 4 (77 都 有 相同 的 维 数 . 国 


1. 


人 


> 


nn 
. 


[= 


习 题 


令 feEk[xi,…,xal 是 代数 的 闭 域 上 的 一 个 不 可 约 多 项 
式 . 在 入 f(x) 一 0 上 的 一 点 P 是 非 奇 异 的 <> 不 是 所 有 偏 微 
商 Bf / Bx; 在 己 点 全 为 零 . 令 4 二 R[x，xn]/(f), 令 必 
是 4 中 与 点 P 对 应 的 极 大 理想 ， 证 明了 是非 奇 异 的 所 > 4。 是 
正则 局 部 环 . 
[由 (11.18) 我 们 有 dim 4 天 2 一 1. 现在 
m/m 尝 (xi ”3 Xn)/(x1 ”” ”5 xa) 十 (站 ， 
它 有 维 数 x 一 1 当 且 仅 当 f(x x 六.] 


.在 《11.21) 中 设 4 是 完备 的 、 证 明 由 >x (1 i 人 4) 


给 的 同 态 X& [La ti 一 4 是 单 的 ,上 且 4 是 [lt,*…， 
ts]] 上 的 有 限 生成 模 。 [利用 (10.24).] 

把 (11.25) 推广 到 非 代数 闭 域 上 上. 【如果 马 是 的 代数 闭 包 , 那 . 
入 下 [zx 在 [xx 上 整 .] 


.无 限 维 Noether 整 环 的 一 个 例子 (Nagata)、 设 和 是 域 ， 设 


4 一 下 [ryxzri…yxro 是 有 上 可 数 无 穷 多 个 未 定 元 的 多 
项 式 环 。 设 m1, wa，… 是 正 整数 的 递增 序列 ， 使 得 mirs 一 
Wi 之 Wi 一 mis 对 一 切 并 > 1， 设 户 一 (rm xvid 又 
设 5 是 理想 p 的 并 在 4 中 的 补 集 . 

每 个 p; 是 素 理 想 ， 因 此 集合 5 是 乘法 封闭 集 。 由 第 七 章 ， 
习题 9, 环 5S~14 是 Noether 环 。 每 个 S71pi 的 高 度 等 于 max 一 
mi、 因 此 dim5- 4 一 co. 

用 Grothendieck 群 玉 (do) 的 语言 重新 叙述 (11.1)( 第 七 章 ， 习 
题 25 ). 


. 设 4 是 环 ( 不 一 定 是 Nocther 环 ). 证 明 


1+Tdm4d<sdmafz sl+2dim4， 
[ 令 1f: 4 一 4[*] 是 嵌入 映射 ,考虑 产 : Spec (4 [x]) 一 
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Spec (4) 在 4 的 素 理想 p 之 上 的 纤维 .这 个 纤维 可 以 与 《@4 
4 [x] 守 4 [x] 的 谱 等 同 ， 这 里 & 是 在 p 上 的 同 余 类 域 (第 三 
章 ,习题 21), 且 dim [x] 一 1. 再 利用 第 四 章 ,习题 7 (ii).] 


. 设 4 是 Noether 环 。 那么 


dim .AIx]=1++ dim 4. 
因此 ,对 =” 作 归 纳 , 有 
dm A [xx 一 2 十 dm A. 

[ 令 p 是 4 中 高 度 为 mw 的 一 个 素 理 想 ， 那 么 存在 aa，-…… ， 
an Ep， 使 p 是 属于 理想 ae 一 (ea …，an) 的 极 小 素 理 想 ， 由 
第 四 章 ， 习 题 7，p [x] 是 a [x] 的 极 小 素 理想 ， 因 此 height 
p [x] 筷 mw， 另 一 方面 ,一 个 素 理想 链 po CPC Cpn 一 了 P 产 
生 一 个 链 po [x] C 和 [rz]C ChefEz] 因此 heightp[z] 之 丸 。 
因此 heightp [x] 一 heightp. 再 利用 习题 6 的 论据 .] 
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Variety 入 21 
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